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1 Einfiihrung und Motivation

1.1 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit beschiftigt sich mit dem Wang-Landau Algorithmus, einem adaptiven Mar-
kov chain Monte Carlo (MCMC)-Verfahren zum Generieren von Stichproben multimo-
daler Verteilungen. Im ersten Teil der Arbeit fithren wir in die Problemstellung und die
Notation ein. Im zweiten Teil definieren wir dann formal den Wang-Landau Algorithmus
in zwei verschiedenen Varianten. Im dritten Teil der Arbeit beweisen wir Konvergenz-
Eigenschaften des Algorithmus und im letzten Teil geben wir noch Anregungen, wie sich
der Algorithmus neben physikalischen Problemen auch auf (diskrete) Optimierungspro-
bleme anwenden lésst und welche Erkenntnisse sich daraus schlieffen lassen.

1.2 Problemstellung

In vielen praktischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie miissen frither oder
spater Wahrscheinlichkeiten oder Erwartungswerte iiber komplexen Verteilungen bestimmt
werden. Besonders bei hochdimensionalen Verteilungen stof8t man schnell an die Grenzen
analytischer Berechenbarkeit.

Beipiel 1.2.1 (Einfaches Ising-Modell). Sei
(€2, P(), Pg)

ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Q = {0, 1}V fiir ein N € N. Ein x € Q heifle ”Konfigu-
ration“ des Modells. Sei zudem eine Energiefunktion H : © — [Cpin, Dimaz] gegeben und

sei .
pa(x) = — e PH@) 1 e
Cs

die Massenfunktion von Pg mit dem Normierungsfaktor Cg = > .o e‘ﬁH(x) Sei nun

f:Q —= R eine Grifle, die von der Konfiguration abhdngt. Interessant sein kénnten z.B.
der Zustand eines einzelnen Spins x;

flx) = f((21,...2N)) =4

oder schlicht die Energie der Konfiguration
f(x) = f((z1,...2n)) := H(z)
Um nun den Erwartungswert
B() = | F@)iPae) = [ Falpta)da

zu bestimmen, muss man offensichtlich in N Dimensionen integrieren. Fir groffe N wird
dies analytisch geradezu unmdoglich.

18 ist hierbei meist die inverse Temperatur des Systems multipliziert mit der Boltzmann-Konstante.
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Stattdessen haben sich, so genannte Monte-Carlo-Verfahren als praktikable Mo6glich-
keit erwiesen. Dabei generiert man unabhéingige Stichproben der Verteilung, wertet die zu
ermittelnde Grofle fiir diese aus und bestimmt dann durch Bildung des Mittelwerts einen
Approximationwert. Nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen sollte sich dieser, bei
geniigend vielen Iterationen, fast sicher dem wahren Wert annéhern.

Definition 1.2.2. Sei pu: A — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, A) und sei eine
Folge (Xp)nen von unabhingig, identisch verteilten Stichproben gegeben, so dass fiir alle
i1 € N gilt X; ~ u. Sei f:Q — R eine messbare, integrierbare Funktion. Dann nennen wir

(P = S0 F(X)
=1

einen Monte-Carlo-Schdtzer fir E, [f(x)].

Die Kunst liegt nun im , geschickten“ Generieren der Stichproben.

1.3 MCMC Verfahren

Wir fiithren zunéchst einige Begriffe und Notationen fiir Markov-Ketten ein.

Definition 1.3.1. Sei (S,S) ein Messraum. Eine Abbildung P : S x & — [0,1] heifst
stochastischer Kern, oder im Folgenden Ubergangskern, falls gilt:

1. Fir jedes x € S ist P(x,-) ein Wahrscheinlichkeitsmaj3
2. Fiir jedes A € S ist P(-, A) S-messbar

Mit einem kleinen ,,Missbrauch® der Notation schreiben wir auch P(x,y) fir P(x,{y})
bzw. P(x,dy) fiir den Fall, dass das Mafl P(x,-) absolut stetig beziiglich einem Referenzmafs
15t.

Definition 1.3.2. Sei (Q, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S,S) ein Messraum.
Eine zeitdiskrete Folge von Zufallsvariable (X; : Q — S);en heifit (zeitlich-)homogene
Markov-Kette (MK ) wenn sie fiir alle i € N die Markov-FEigenschaft

VAeS: ]P)[Xi+1 S A|X¢,Xi,1,.. . ,Xl] = P(XZ,A)

erfillt. Dabei ist P ein stochastischer Kern auf (S,S).

FEine Markov-Kette ist also ein Prozess, bei dem der Folgezustand jeweils nur vom
direkten Vorgénger abhingt und nicht von den anderen voherigen.

Definition 1.3.3. Sei (X;)ien eine Markov-Kette auf (S,S) mit Ubergangskern P. Dann
ist ein Gleichgewicht bzw. eine stationdre Verteilung ein Wahrscheinlichkeitsmafs Q)
auf (S,S) mit

VAES: /Sp(x,A)Q(dx) = Q(A)

Ein gutes Kriterium fiir die Existenz einer stationdren Verteilung ist die Detailed-
Balance-Bedingung.

Satz 1.3.4 (ohne Beweis). Sei P der Ubergangskern einer Markov-Kette. Falls 7 : S —
[0,1] die Detailed-Balance-Bedingung

m(x)p(x,y) = 7(y)p(y,z) fir alle x,y € S

erfillt, ist m die Dichte/Massenfunktion einer stationdre Verteilung der Markov-Kette.
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Bemerkung: Die Findeutigkeit der stationdren Verteilung wird durch die Detailed-Bal-
ance-Bedingung nicht gewdhrleistet.

Bemerkung: In den Folgenden Kapitel werden wir nur noch von Dichten sprechen, auch
wenn es sich eigentlich wm Massenfunktionen auf einem diskreten Zustandsraum handelt.
Die Beweise verlaufen dann analog.

Eine Moglichkeit die Stichproben zu generieren ist nun die Konstruktion einer Markov-
Kette, welche die gewliinschte Verteilung 7 als stationére Verteilung hat. Iterieren wir die
konstruierte Markov-Kette dann einige Schritte (die so genannte burn-in-time) kénnen wir
danach davon ausgehen, dass die Stichproben der zukiinftigen Iterationen unabhéngig vom
Startwert und nach m verteilt sind. Die Konstruktion einer solche Kette ist verhéltnismafig
leicht.

1.3.1 Metropolis-Hastings-Algorithmus

Eines der bekanntesten MCMC-Verfahren ist der Metropolis-Hastings-Algorithmus. Hier-
bei generieren wir jeweils einen Vorschlag fiir den Folgezustand beziiglich eines Vorschlags-
kerns @@ und akzeptieren diesen dann mit einer Wahrscheinlichkeit A, so dass sich gerade
7 als stationdre Verteilung ergibt.

Algorithm 1 Metropolis-Hastings-Algoritmus
Wihle Startzustand Xy € X
while Abbruchkriterium nicht erreicht do
Wiihle Folgezustand Y bzgl. Q(X,-)
Akzeptiere X;+1 = Y mit Wahrscheinlichkeit A(Xy,Y), ansonsten setze Xy11 = X3
end while

Als Abbruchkriterium wird iiblicherweise eine Anzahl von Stichproben gewéhlt. Zudem
verwendet man, wie oben schon erw#hnt, meist nur die (X;) nach der burn-in-time, also
mit ¢ > b fiir ein festes b. Eine geeignete Wahl von A lisst sich aus der [Detailed-Balance-|
herleiten. Wir zerlegen den Ubergangskern in Vorschlags- und Akzeptierungs-
schritt

P(z,y) = Q(z,y)A(z,y).
Dann ergibt sich aus der [Detailed-Balance-Bedingung| mit der Dichte der gewiinschten
stationdren Verteilung =

_ P(z,y)  w(y)  Qz,y)Alx,y) =(y)
B, y) = mWPW 0 S By = 2w © Q) A,e) )
o Alay) _ m()Qy )
A(y, z)  w(x)Q(z,y)

Somit bietet sich A(z,y) := min {1 Wéyggg B} als Wahl an. Es ergibt sich folgende

Definition 1.3.5 (Metropolis-Hastings-Kern). Sei (2, P(2),Pg) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und 7 die Dichte einer Zielverteilung, so dass deren Wert an jeder Stelle berechnet

werden kann. Sei auflerdem @Q ein Vorschlagskern, dann ist der Metropolis- Hastings-
Kern (MH) P definiert durch

Vo,y € Q  P(z,y) = Q(z,y)A(z,y) + 62(y) (1 — r(x)),

wobei A := min {1, %%}, 0 das Dirac-Delta ist, und der normierende Summand r(x)

definiert ist durch:
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1.3.2 Probleme mit Hastings

Obwohl sich mit dem Metropolis-Hastings-Algorithmus prinzipiell die meisten Verteilun-
gen (insbesondere auch auf stetigen Zustandsrdumen) simulieren lassen, eignet er sich in
vielen Féllen nicht besonders gut um die Stichproben fiir ein Monte-Carlo-Verfahren zu
generieren. Betrachtet man das Ising-Modell aus Beispiel fallt auf, dass die Ver-
teilungsfunktion fiir niedrige Temperaturen im Wesentlichen bimodal ist. Es gibt zwei
(meta-)stabile Phasen.

Definition 1.3.6. Eine Verteilung
e heifit unimodal, wenn ihre Dichte/Massenfunktion nur ein Mazimum hat
e heifit bimodal, wenn ihre Dichte/Massenfunktion zwei Maxima hat

o heifft multimodal, wenn ihre Dichte/Massenfunktion mehr als zwei, bzw. viele Ma-
rima hat

Abbildung 1.1: Skizze. Bimodale Verteilungen beim Ising-Modell. Die Verldufe mit zwei
sehr deutlichen Extrema entsprechen niedrigen Temperaturen im Modell.
Mit Steigerung der Temperatur wird das System eher chaotisch/zuféllig
und es gibt nur noch ein Extremum.

Fiir die Markov-Kette mit (MH)-Ubergangskern bedeutet das, dass die Folge (X},), sich
nach einiger Zeit wahrscheinlich in einem der Zustdnde mit maximaler Wahrscheinlichkeit
befindet und nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit noch einmal das andere Maximum
erreicht. Damit ein Monte-Carlo-Schéitzer eine gute Approximation liefert, sollten aber
moglichst alle relevanten Zusténde einmal besucht werden. Kann das Generieren der Stich-
proben dies nicht garantieren, z.B. weil die (MH)-Markov-Kette in einzelnen Zusténden
,hingen bleibt“, hat der Schétzer eine hohe Varianz und es miissen sehr viele Iterationen
erzeugt werden, damit man ein brauchbares Ergebnis erhélt.

Beim Simulieren des Ising-Modells wird dieses Problems besonders deutlich. Da die
Wahrscheinlichkeit einer Konfiguration exponentiell von ihrer Energie abhéngt, wird es
somit auch exponentiell unwahrscheinlicher wird von einer stabilen Konfiguration (also
einer mit hohen Wahrscheinlichkeit) in eine anderen zu wechseln (Phaseniibergang).
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1.4 Importance Sampling und Adaptive Verfahren

1.4.1 Importance Sampling beziiglich der Zustandsdichte

Eine Moglichkeit die Probleme zu losen ist das Multicanonical Sampling. Wir wollen das
Verfahren anhand des Beispiels demonstrieren.

Die Idee ist hierbei eine Art Importance Sampling durchzufiihren, so dass die Wahrschein-
lichkeit einen Zustand zu generieren gerade dem Inversen seiner Wahrscheinlichkeit im
Bildmaf} entsprechen. Das bedeutet fiir unser Bespiel, dass die Stichproben beziiglich der
Dichte/Massenfunktion

verteilt sein sollen. Dabei ist die Zustandsdichte p gegeben durch p(v) := P o H™1(y).
Dann wird offensichtlich jedes Energieniveau mit gleicher Wahrscheinlichkeit besucht.

Theoretisch scheint es also leicht, gleichméfig zu simulieren, falls wir die Zustands-
dichte, also die Masse auf den einzelnen Energieniveaus kennen. Allerdings setzt gerade
das ein hohes Verstédndnis fiir das zugrundliegende Problem voraus. Die Zustandsdichte
enthélt ndmlich eigentlich schon sehr viele Informationen fiir das zugrundeliegenden Pro-
blem und soll in einigen Anwendungen gerade bestimmt werden. Im Ising-Modell bespiels-
weise héngt die Zustandsdichte offensichtlich von der gewéhlten Temperaturkonstante 3
ab. Somit miisste fiir jedes 8 eine neue Schitzung fiir die Zustandsdichte gemacht wer-
den. Zwar kann man fiir einige Anwendungen die Zustandsdichte durch Erfahrungen und
Experimente ungefihr schitzen, dies unterliegt aber grofien Schwankungen und ist auf
Dauer eine unbefriedigende Losung. Stattdessen hétten wir gerne ein Verfahren das sich
von selber anpasst.

1.4.2 Adaptive Verfahren

Um genannte Probleme zu 16sen geht man zu sogennanten adaptiven (MCMC-)Verfahren
iiber. Dabei passt man den Ubergangskern in jedem Schritt ein wenig an, so dass der Zu-
standsraum gleichméfliger durchlaufen wird. Dabei ,lernt“ die MK im Laufe der Zeit bes-
sere Parameter und verbessert somit ihre Eigenschaften. Andererseits ist der entstehende
Prozess (X,,), dann meist keine Markov-Kette mehr, weil die Parameteranpassungen indi-
rekt vom gesamten voherigen Verlauf abhéingen. Neben dem Wang-Landau-Algorithmus,
den wir im néchsten Kapitel kennen lernen werden, gibt es eine Vielzahl von adaptiven
Verfahren. Einige werden im Folgenden angerissen.

Parallel Tempering

Beim Parallel Tempering startet man mehrere Markov-Ketten mit unterschiedlichen Tem-
peraturen 77 < --- < T)jy. Die Ketten bei hohen Temperaturen iiberspringen viel wahr-
scheinlicher groBere Energie-Hindernisse (laufen eher den ganzen Zustandsraum ab), wo-
hingegen die Ketten mit niedriger Temperatur eher in lokalen Energieminima , hdngen*
bleiben. Beim Parallel Tempering ldsst man die Ketten deshalb mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit untereinander Konfigurationen austauschen, so dass z.b. auch Ketten mit
niedriger Temperatur von Zeit zu Zeit zu ganz anderen Zustdnden gelangen. Fiir eine
genauere Beschreibung siehe |7, Kapitel 1].

Equi-Energy-Sampler

Beim Generieren von Stichproben mittels des Equi- Energy-Samplers wird der Energieraum
in einzelne Levels Hy < --- < Hgy1 = oo aufgeteilt. Mit jedem Level wird ebenfalls
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eine zugehorige Temperatur assoziert: 1 = Ty < -+ < Tx. Dann setzen wir h;(x) =

~(H(z) vV H;) und erzeugen dann fiir jedes Level eine eigene Markov-Kette beziiglich

T;

der stationiren Verteilung 7;(z) o< e (), Unter bestimmten Vorraussetzungen lassen
wir dann, wie beim Parallel Tempering, Spriinge zwischen benachbarten Ketten zu und
erreichen somit ein gleichméfBigeres Durchlaufen des Zustandsraums. Der Algorithmus wird

in [15, Kapitel 3] vorgestellt.

Simulated Annealing

Beim Simulated Annealing startet man zuerst mit einer Markov-Kette mit hoher Tempe-
ratur und kiihlt diese dann im Laufe de Zeit ab. So kann man zunéchst noch sehr grofie
Energiehiirden iiberspringen und mit der Zeit immer weniger, bis sich der Prozess stabili-
siert. Das Verfahren gilt als Grundlage fiir sehr viele andere adaptive Verfahren, bei denen
eine ,, Temperatur® im Laufe der Zeit abgesenkt wird, damit ein Algorithmus konvergiert.
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Einen neuen Losungsansatz fiir die oben genannten Probleme stellten Fugao Wang und
David P. Landau 2001 in [18] vor. Das Verfahren ist seither als Wang-Landau-Algorithmus
bekannt und wird in vielen praktischen Anwendungen, zumeist in der statistischen Physik
erfolgreich einsetzt. Allerdings basieren viele Erkenntnisse noch auf praktischen Erfahrun-
gen und wurden noch nicht in der Theorie bewiesen.

2.1 Notation und gewiinschtes Verhalten

Wir iibernehmen im Wesentlichen die Notation aus [12]. Sei im Folgenden (X, A, ) im-
mer ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7 die Wahrscheinlichkeitsdichte, bezogen auf ein
Referenzmafl A, beziiglich derer wir die Stichproben generieren méchten. Aufgrund der
Definition des Metropolis-Hastings-Kerns muss uns diese nur bis auf einen konstanten
Faktor in jedem z € X bekannt sein. Zudem sei K : X x X — [0, 1] eben jener [Metropolis-
mit stationdrer Verteilung m. Auflerdem sei eine disjunkte Zerlegung von
X in mehrere Bereiche (engl. bins) X1, ..., Xy gegeben, also

d
X =], disjunkt.
i=1
Unser Ziel wird nun sein, unabhéngige Stichproben beztiglich 7 zu generieren, so dass
folgende Forderungen erfiillt sind:

1. Die Stichproben in jedem Bereich sind beziiglich der Einschrénkung von 7 auf diesen
Bereich verteilt
XkN7T|XZ-a fiir alleke{j ‘ Xj EXZ'} (2.1)

2. Jeder Bereich X; wird auf lange Sicht mit einer vorher festgelegten Trefferwahr-
scheinlichkeit ® (i) besucht

t—o00

~+ | =

t
S 1a(Xn) = @) Li=1,....d (2.2)
n=1

Bemerkung: Theoretisch kénnen die gewiinschten Trefferwahrscheinlichkeiten
o = (B(1),..., B(d))

zwar beliebig aus (0,1)¢ gewdhlt werden, in der Prazis will man aber meist schlicht alle
Bereiche gleich oft besuchen (®(i) = 1 Vi).

Definition 2.1.1. Als Zustandsdichte (DOS) ¥ = (¥(1),...,¥(d)) bezeichnen wir die
tatsdichliche Masse auf den einzelnen Bereichen, also

V(i) := /X m(x)A(dz)

Bemerkung: Ist die Zustandsdichte bekannt, kann man das einfachere Multicanonical
Sampling anwenden. Da die (DOS) aber bereits viele Informationen iber das Problem
enthdlt, ist sie meist unbekannt, oder soll sogar bestimmt werden.
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2.2 lIdee und deterministische Variante des Algorithmus

Der |Wang-Landau-Algorithmus| basiert auf dem Verfahren des Multicanonical Sampling
und der Idee, die einzelnen Bereiche abhéngig von ¥ und ® unterschiedlich zu gewichten.
Statt aber, wie beim Multicanonical Sampling, die Zustandsdichte schon als im voraus
bekannt vorauszusetzen, fithren wir einen Gewichtsvektor 0y = (6¢(1),...,0:(d)) ein, der in
jedem Schritt aktualisiert wird. Er n&hert sich dem Verhéltnis (¥(1)/®(1),...,¥(d)/®(d))
(bis auf eine multiplikative Konstante) und quantifiziert somit, wie stark die einzelnen
Bereiche ,bestraft“ bzw. , begiinstigt® werden sollen, damit auf lange Sicht jeder Bereich
gemifl den gewiinschten Trefferwahrscheinlichkeiten besucht wird. Fiir die modifizierte
Dichte mg gilt dann
m(x)

0(I(x))’
wobei I : X — {1,...,d} eine Funktion ist, die einem 2 € X den Index des beinhaltenden
Bereichs zuordnet:

Tp X

I(z) =i zeX.

Mit Py bezeichnen wir den Metropolis-Hastings-Kern mit stationérer Verteilung my. Zu-
letzt bendtigen wir noch eine fallende Folge (;);en. Die Folge entspricht einer, im Laufe
der Zeit abnehmenden, Temperatur unseres Systems. Das ,, Abkiihlen® des Systems soll die
Konvergenz des Algorithmus garantieren (den Beweis dafiir fithren wir im Kapitel .
Eine iibliche Wahl ist z.B. v := ¢t~ mit a € (0.5, 1).

Nun betrachten wir die erste Variante des Algorithmus.

Algorithm 2 Wang-Landau-Algoritmus mit deterministischer Temperaturabnahme

1: Initialisiere Gewichte 6y(i) < é, i=1,...,d
2: Wihle beliebigen Startzustand Xg € X

3: for t=1to T do

4: Wiéhle Xy ~ Py, (X4—1,-)

5: 0.(7) < Update(0r—1(i), X¢,7x), i€ [1:d
6: end for

Der Algorithmus generiert als erstes, wie beim [Metropolis-Hastings- Algorithmusg], einen
Folgezustand (durch Vorschlags- und Akzeptierungsschritt). Dies tut er allerdings beziig-
lich der modifizierten Dichte und berticksichtigt somit schon, wie oft die einzelnen Bereich
bereits besucht wurden. Den zweiten Schritt bezeichnen wir als Update der Gewichte. Je
nachdem welcher Bereich getroffen wurde, werden die Gewichte angepasst, z.B. so dass
dieser Bereich in Zukunft weniger wahrscheinlich besucht wird. Auf die genaue Wahl des
Updates gehen wir im Kapitel ein.

2.3 Variante mit Flat-Histogramm Kriterium

In ihrem Paper [18] stellten Wang und Landau den Algorithmus allerdings in einer anderen
Version vor, der Variante mit Flat-Histogramm Kriterium. Ihr liegt die Idee zugrunde, dass
sich die Termperatur nur dann verringern soll, wenn wir uns bereits in guter Néherung
zum gewiinschten Verhalten befinden.

Definition 2.3.1. Sei Ny(i) die Anzahl der Treffer im Bereich X; zum Zeitpunkt t, also

10
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Fir eine Schranke c ist dann das Flat- Histogramm-Kriterium (FH) erfiillt, falls

Ni(i)
t

ma — (I)(’L)‘ <c
ie{l,...,d}

Anschaulich ist das (FH) erfiillt, wenn sich die tatséchlichen relativen Héufigkeiten, mit
denen die Bereiche besucht werden, nur wenig von den gewiinschten Trefferwahrscheinlich-
keiten unterscheiden. Der Name folgt aus der Tatsache, dass hdufig & = é gewihlt wird
und das Histogramm von N; dann hinreichend flach sein muss um das (FH)-Kriterium zu
erfiillen. Der Algorithmus verédndert sich dann folgendermaflen:

Algorithm 3 Wang-Landau-Algoritmus mit Flat-Histogramm Kriterium

Initialisiere Gewichte 0y(i) < é, i=1,...,d
Wihle beliebigen Startzustand Xg € X
Initialisiere x, die Anzahl, wie oft das (FH)-Kriterium schon erreicht wurden
Initialisiere No(i) =0, i=1,...,d
for t=1to T do
Wiéhle Xy ~ Py, | (Xi—1,-)
Aktualisiere Zéhler: Ny (i) «— Np—1(4) + 1x,(Xy), i=1,....d
if (FH) erfiillt then
K+ Kk+1
Zuriicksetzen des Z#hlers: Ny(i) <0, i=1,...,d
end if
0:(7) < Update(0r—1(i), X¢,vs), i=1,...,d
: end for

e
W 29

Es soll noch einmal betont werden, dass die Temperaturabnahme, in dieser Variante
des Algorithmus, davon abhéngt, ob und wie oft das (FH)-Kriterium erreicht wird. Die
Konvergenz des Algorithmus folgt deshalb nicht direkt aus der Konvergenz der determi-
nistischen Version und wird separat in Kapitel bewiesen.

2.4 Wahl der Updatefunktion

Obwohl die Grundidee des Algorithmus immer die gleiche bleibt, gibt es fiir die Wahl der
Updatefunktion zahlreiche Ansitze. Dabei ist es fiir die Eigenschaften des Algorithmus
nicht unerheblich welches Update gewéhlt wird. Wir werden daher in den Beweisen der
néichsten Kapitel jeweils zunéichst festlegen, welche Art von Updates wir benutzen.

Bemerkung: In manchen Varianten des Algorithmus werden statt 0, die logarithmierten
Gewichte log 0, gespeichert. E]

!siche z.B. Beschreibung des WL-Algorithmus in [12]
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau
Algorithmus

3.1 Aussagen von Interesse

Wie im voherigen Kapitel bereits erwéhnt, wurde der Wang-Landau Algorithmus fiir die
Simulation von Ising-Modellen in der statistischen Physik erfunden. In der Praxis erweist
sich der Algorithmus als sehr robust und auch anschaulich scheinen - zum Beispiel durch
die abnehmende Adaptionsrate - viele Eigenschaften des Algorithmus gesichert. Es ist
daher nicht verwunderlich, dass bisher nur wenige theoretische Erkenntnisse iiber den Al-
gorithmus gewonnen wurden. Das breite Anwendungsspektrum, auch in anderen Gebieten
der Mathematik (siehe Kapitel , motiviert allerdings auch die genauere theoretische
Betrachtung des Algorithmus. Im folgenden Kapitel werden wir zunéchst einige wichtige
Fragestellungen vorschlagen und die Beweise zu zwei von ihnen prisentieren.

Folgende Fragestellungen erscheinen als wichtig.

1. Unter welchen Vorraussetzungen konvergiert bzw. terminiert der Algorithmus?
a) Wird das (FH)-Kriterium immer in endlicher Zeit erreicht?

b) Ist (Xj) ergodisch und gilt ein Gesetz groer Zahlen?
) ! .
lmB[f(X,)] L [ £ @A),

1 — |
=) f(Xk) = [ fla)r"(2)A(dz).

c) Erfiillt die tatséichlich erreichte Grenzverteilung die gestellten Anforderungen
1), @2)?

d) Was sind die schwichsten Vorraussetzungen unter denen der Algorithmus noch
konvergiert?

2. Wie effizient ist der Algorithmus?

a) Wie schnell néhert sich das Verhalten von (X;) der stationdren Verteilung 7*
(engl. mizing time)?

b) Eignet sich der Algorithmus tatséchlich besser um den gesamten Zustandsraum
zu explorieren, oder bleibt er eher in lokalen Extrema héingen?

Zum Zeitpunkt der Abgabe der Arbeit sind dem Autor keine Arbeiten bekannt, die sich
in einem allgemeinen Kontext mit den Aussagen unter [2} beschéftigen. Offensichtlich sind
allerdings gerade diese Aussagen von Interesse, da in ihnen die verbesserten Eigenschaften
des Algorithmus gegeniiber anderen Verfahren formuliert sind. Z.b. in [9] wird aber fiir ein
sehr einfachen Beispiel die Effizienz bewiesen.

12



3.2 Ergodizitét fiir den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit den Punkten unter [I} In Teil des Kapitels
geben wir im Wesentlichen den Beweis aus [9] fiir die Ergodizitét von (X}) wieder. Dabei
benutzen wir aber auch Aussagen aus [5], [16] und [13]. In Teil widmen wir uns dann
der Konvergenz der Variante mit Flat-Histogram-Kriterium, indem wir den Beweis aus [12]
nachvollziehen.

3.2 Ergodizitdt fir den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

In diesem Kapitel beweisen wir die fundamentale Eigenschaft, dass die vom Algorithmus
generierte Folge (Xy,)n>0 ergodisch ist und das fiir sie ein Gesetz grofier Zahlen gilt. Es
ist wichtig anzumerken, dass gerade diese Eigenschaften erst die theoretische Grundlage
fiir die Nutzung des Algorithmus als Importance Sampler schafft. Der folgende Beweis
stammt im Wesentlichen aus [9, Kapitel 3]. Die Notation wurde der von [12] angepasst.
Die zentralen Aussagen diese Kapitels sind Theorem und Korollar

3.2.1 Annahmen

Wie bereits in Kapitel erwihnt, gibt es viele Wahlmdoglichkeiten fiir die Update-
Funktion. Dieser Beweis bezieht sich auf Versionen des Algorithmus, bei der die Update-
Funktion die Form

9n+1 = 071 + /Yn—l—lH(Xn—&—la en)

hat, wobei H : X x © — [~1,1]¢ komponentenweise definiert ist durch
Hi(,0) = 6(1)(1,(x) — 0(1(2))). (3.1)

Dass diese Wahl der Update-Funktion sinnvoll ist, wird deutlich, wenn man die zwei
moglichen Fille betrachtet. Fiir X; € A&} ist die Indikatorfunktion Eins und sofern dann
0(I(x)) < 1 wird das Gewicht des getroffenen Bereichs erhoht. Falls X; nicht in A liegt, ist
die Indikatorfunktion Null und das Gewicht des entsprechenden Bereichs wird verringert.

Bemerkung: Die Summe der Gewichte 0, ergibt immer 1, da induktiv gilt

d d d d
Z 0n+1(i) = Z Qn(Z) +n Z Hi(Xner en) =14+ Z Hi(xv 9)
=1 =1 =1 =1

d
=1+ | Z 0(i) (L, () — 0(1(2))) + 0(1(2)) (L (2) — 0(1(x)))

d
=147 | —0I(Xa11)) D, 000) +0(I(Xn31))(1 = 0(Xn11))
i=1,i#I(Xn+t1)

Z 1 4y (—0I(Xs1)) (L = (X)) + (I (Xs1)) (L — 0(Xp1))) = 1

Die Gewichte sind aufSerdem positiv, weil nie mehr von einem Gewicht abgezogen wird als
der aktuelle Wert. Somit gilt zu jedem Zeitpunkt 6 € (0,1)%.

Fiir diese Updatefunktion gilt also

VneN: 0,c0:= {(0(1),...,9(d))

d
0<6(i)<1,i=1,...,dund Zﬁ(i):l}
- (3.2)
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Da die Gewichte normiert sind, lésst sich fiir diese Update-Funktion auch das Verhéltnis
von 7 zu Ty genau angeben. Es gilt

L u(i) e
v (Z; 9((i))> ;e((i))l)‘i(x) (3.3)

Zudem werden wir fiir diesen Beweis der Einfachheit halber annehmen, dass es keine

besondere Gewichtung der Bereiche geben soll, sondern das schlicht alle Bereich gleich oft

besucht werden sollen. Setze also ®(i) = 3 fiir alle i € [1 : d]. AuBerdem werden wir noch

folgende Annahmen treffen, auf die in den einzelnen Beweisschritten Bezug genommen
wird.

(A1*) Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte 7 gilt

0 <infm <supmw < o0,
x X

und alle Bereiche haben positives Maf}: inf;c(y.q ¥(i) > 0.
(A2*) Der Vorschlagskern @) des MH-Kerns Py ist symmetrisch und inf y2 @ > 0.
(A3*) Fiir {v,,n > 1} gilt
a) {yn,n > 1} ist nicht wachsend und lim,, v, =0
b) 3 =00
¢) Yy < 00
Bemerkung: Die Bedingung (A3) wird zum Beispiel von v, = T& erfillt, mit 1/2 < a <

1.
3.2.2 Zu beweisende Aussagen

Der grofite Teil des Kapitels wird sich mit dem Beweis der fast sicheren Konvergenz der
Gewichte beschéftigen. Folgendes Theorem ist also zu beweisen.

Theorem 3.2.1. Unter Vorraussetzung der Annahmen (A1%*), (A2%), (A3*) gilt

]}D[ lim en:\y(i)} =1

n——+oo

Hieraus lassen sich schliefflich die Ergodizitéit und somit ein Gesetz der groflien Zahlen
von (X,,) ableiten.

Theorem 3.2.2. Unter den Vorraussetzungen (A1%), (A2%), (A3%*) gilt fiir jede beschrdnk-
te messbare Funktion f,

lim B[ (X)) = [ fo)ma(@)Ado), (3.4)

1 ¢ 5.
P 5 [ f@mi@a). (35)
k=1
Bemerkung: Nach Definition von my (siehe (3.3))) gilt
d A\ L d d
U(7) m(x) 1 7(x)
_ Y Y 1 (2) = = 1y (2).
i (; \If(i)) ; (i) x() d; 70) %)
Wie gewiinscht entspricht my also gerade der Verteilung bei der die einzelnen Bereiche

mit dem Inversen ihrer Masse umgewichtet werden und somit alle Bereiche genau gleich
oft besucht werden.
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3.2 Ergodizitét fiir den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

Korollar 3.2.3. Unter den Annahmen (A1%), (A2%), (A3*) gilt fir jede beschrinkte
messbare Funktion f,

d
limd B [Z en<i>f<xn>1x<xn>] — [ fem@nd)  30)
i=1 X

d

L.(f) = Y 0a(0) (;memi(xk)) Y RCLENCO R
k=1

=1

Bemerkung: (3.7) stellt einen Monte-Carlo-Schitzer mit ,Importance Sampling® dar. Er
hat eine verbesserte Varianz gegeniiber dem einfachen Monte-Carlo-Schitzer aus Kapitel
1.

Beweis von Korollar[3.2.3. Wir beweisen zunéichst (3.6). Wir zerlegen die linke Seite in

zwel Summanden

Ze ]IE

d
Z f(Xn)lXi (Xn)]

=1

d
+) Wi 1y, (X))
=1

Aus der fast sicheren Konvergenz der Gewichte (Theorem [3.2.1)) und dominierter Konver-
genz folgt, dass der erste Summand gegen Null konvergiert. Nach Theorem gilt

d d d
. . ) 1
lim > W()E [f(Xa)1x,(Xn)] =D (D) [ frydh =~
el i=1 Xi i=1
1
== dA
/"
Nun beweisen wir (3.7)). Ebenfalls zerlegen wir
n d n d n
() =0 D PR (Xi) + 3 W(0) D f (X)L (X)
i=1 =1 k=1
Es gilt
K
S SCAGE Zf Xi) L, (Xp) <sup|f!Z\9 W (i),
i=1 = i=1

und die rechte Seite konvergiert fast sicher gegen Null nach Theorem Nach Theorem
gilt auflerdem

1
*Zf Xi)1x, (Xk) —>/ frydA = d\I/(z)/ fmd

Das beendet den Beweis. O

3.2.3 Fast sichere Konvergenz der Gewichte (Beweis von Theorem [3.2.1)

Wir beweisen zunéchst folgendes Hilfslemma.
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Lemma 3.2.4. Es seien die Annahmen (A1*) und (A2%) erfillt. Dann existiert ein p €
(0,1), so dass fir alle 8 € O, fir alle x € X und fiir alle A € A gilt:

Py(z, A) > p/ mo(z)A(dx) (3.8)
A
und
sup sup || Py (z, ) — mpd ||y < 2(1 — p)" (3.9)
0cO zecX

Bemerkung: Diese untere Abschitzung der Ubergangswahrscheinlichkeit garantiert am
Ende die Irreduzibilitiat der Markov-Kette.

Beweis. Da ) symmetrisch ist, folgt:

Pt )= [ Qo) (10 TR xay) = [ @) (14 740 ) xa

mo(y)A\(dy)

inf
> Infa2 Q
SUupy 7o JA

Benutzen wir, dass (i) > 0 und ¥(i) > 0 gilt, so kénnen wir supy mg abschitzen

71 -
supro— (3} aup (30T 1 ) <supd  HDM L swpp
P ok) ) T\ Eai) ) = A K0 minepg U00)

7
X k=1 B

Zusammen mit inf 2 @ > 0 aus (A2*) gilt somit (3.8]), wobei

ian2 Q X minie[l:d} \I/(Z)

supy T
(13.9) folgt unter Anwendung von [16, Theorem 16.2.4]. O

Der Beweis von Theorem basiert nun auf der Umformulierung des Updates zu einer
Stochastischen Approzimation mit Markov’scher Dynamik (engl. stochastic approzimation
with markovian dynamics) im Sinne von [5]. In [5] betrachten die Autoren Approximatio-
nen vom Typ

6’n—s—l =0, + Tn+1 [h(en) + fn—i—l] y

wobei &, ein stochastischer Storterm ist, und der Rest nicht vom Zufall abhéngt. Formu-
lieren wir analog die Update-Funktion um, erhalten wir

Ont1 = 0n + ’Yn—&-lh(en) + Yn+1 (H(Xn+17 an) - h(@n)),
&n

wobei

h(@):/XH(x,G)Wg(a:))\(dx) (3.10)

das nach 7y gemittelte Inkrement ist und somit nicht von (X;) abhéngt. Wir méchten nun
das folgende Theorem anwenden, das in [5, Theorem 2.3] bewiesen wird. Dazu miissen wir
allerdings zunéchst die Existenz einer Lypunov-Funktion vorraussetzen.

(L*) O ist eine offene Teilmenge von RY, h : © — R? ist stetig und es existiert eine stetig
differenzierbare Funktion V' : © — [0, 00), so dass

a) Es existiert ein My > 0, so dass

L:={0cO|(VV(O),h0)=0}C{0cO|V(O) < M}
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3.2 Ergodizitét fiir den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

b) Es existiert ein M; € (Mp, 00|, so dass {6 € © |V (0) < M } kompakt ist
c) Fiir alle 6 € ©\L gilt, dass

(VV (0, h(6)) < 0 (3.11)

d) Das Innere vom Abschluss V(L) ist die leere Menge (d.h. es gibt keine inneren
Punkte)

Theorem 3.2.5 (Theorem 2.3 aus [5]). Angenommen es gelten die Vorraussetzungen aus
(L*). Sei KC eine kompakte Teilmenge von ©, so dass LNK # 0. Sei (yx)k>1 eine monoton
nicht steigende Folge positiver Zahlen, so dass vo < Ao (Ao kommt aus einem voherigen
Theorem 2.2 aus [5], fiir uns bedeutet das einfach ,klein genug®) und

o
Z’m =00 und lim v, =0.
k—o0
k=1
Sei (&n)n>1 eine Folge in RY, so dass
1

> i

i=k

lim sup sup =0. (3.12)

k—oo >k

Auferdem sei {0} C K. Dann gilt

limsup d(0, LN K) = 0.

k—o0

Beweisidee. Der Beweis basiert auf den Eigenschaften von Lyapunov-Funktionen und der
Bedingung, dass der stochastische Storterm &, mit der Zeit verschwindet (siehe (3.12))).

Lyapunov-Funktionen beschreiben das Feld ©, indem sie jedem Element eine Art , Po-
tential“ zuordnen. Dabei hat der Wert nichts mit der tatséchlichen Energie eines Systems
oder dhnlichem zu tun, vielmehr benutzen wir die Funktion nur als Hilfsmittel. Kann
man nimlich zeigen, dass der Winkel des Inkrements h(f) zum Gradienten der Lypunov-
Funktion V() immer grofer als 90 Grad ist, also in ,nach innen ins Feld“ lduft (siehe
(3.11))), folgt im Gegenzug, dass sich die Folge (6,,),>1 im Laufe der Zeit dem Attraktor £
der Lyapunov-Funktion ndhert. Dazu muss allerdings auch gewihrleistet sein, dass dieser
im Inneren der kompakten Menge liegt (LN # (). Die obige Abbildung veranschaulicht
den Zusammenhang.

Zusammen mit den Vorraussetzungen an die Konvergenz des Storterms (siche (3.12)))
kann man die Konvergenz von (6,,) garantieren. O

Es gilt nun also die folgenden Vorraussetzungen zu iiberpriifen:
1. Existenz einer kompakten Teilmenge /C C O in der sich 6,, (fast sicher) befindet
2. Existenz einer Lyapunov-Funktion (wie in (L*))

3. Ist die Vorraussetzung (3.12) erfiillt?
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Xy "

% 2
grad V
G X3
9>90° ?
T dX <« A

ey dt
g X,

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Konvergenz mittels Lyapunov-Funktion (Quelle:
[4]). In unserem Fall entspricht h(f) dem Inkrement, also dem % aus

dem Bild.

Existenz einer kompakten Teilmenge 0, € X C ©

In den Vorraussetzungen von Theorem wird die Existenz einer kompakten Teilmenge
von K C O gefordert, so dass (6,),>1 € K. Fiir die fast sichere Konvergenz von 6,, reicht
allerdings schon die etwas schwichere Bedingung, dass die Folge nur fast sicher in /C liegt
(diese Bedingung wird in [9] stillschweigend angenommen). Die Existenz einer solchen
Teilmenge ergibt sich aus folgendem

Satz 3.2.6. Es seinen die Vorraussetzungen (A1%), (A2%) und (A3*a) erfillt. Dann gilt

P [limsup@n > 0] =1

n—oo

wobei
0, := min 6(j).
b, := min (4)

Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass (v,,) fiir alle n fal-
lend ist, ansonsten beginne erst bei spiterem n. Der Beweis basiert nun auf folgenden
Uberlegungen. Ein Gewicht 6,,(7) kann nur gegen Null konvergieren, falls der zugehorige
Bereich ,,unendlich viel weniger“ besucht wird, als die anderen. Wir versuchen deshalb im
Folgenden zu zeigen, dass dieser Bereich mit kleinsten Gewicht oft genug besucht wird.
Wir definieren dazu den Bereich bzw. Index des kleinsten Gewichts
I

)

:=min{i|0,(i) =6,}.

AuBlerdem definieren wir Stoppzeiten T} als Riickkehrzeiten zum Bereich mit kleinstem
Gewicht.

To =0
T, = inf {n > T} 1| X, € X1}

Satz folgt dann aus folgendem Lemma
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3.2 Ergodizitét fiir den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

Lemma 3.2.7. Unter Annahmen (A1%), (A2%), (A3*a) gilt

P[vk €N, Tj, < +o0] = 1 (3.13)
k—o00

Beweis. Wir fithren zunéchst den Beweis fiir per Induktion iiber k. Fiir £ = 0 gilt
nach Defition P [T < 4+00] = 1. Wir werden nun eine bestimmte Folge von Stichproben
beschreiben, die fiir eine Erhohung des Gewichts 6,,(1r, ) sorgt. Dann zeigen wir, dass die
Folge mit postiver Wahrscheinlichkeit eintritt (sieche Lemma .

Betrachte (0,,) zu den Zeitpunkten n = T} + md. Definiere zunéchst eine Umordnung
der Bereiche (+),, : [1 : d] — [1 : d] so dass die Bereiche aufsteigend nach ihrem Gewicht
geordnet sind:

HTkerd((l)m) < eTk+md((2)m) <. < HTkerd((d)m)

Es gilt also insbesondere 07, ymd((1)m) = O, 1ma- Wir mochten jetzt nur die Bereiche
(D) - -y (im)m betrachten, deren Gewicht nah genug am kleinsten Gewicht aller Bereiche
liegt. Genauer definieren wir

. . . 1+

1 = Inmax {Z S [1 : d] : eTk+md((l)m) < 0Tk+md1—11} .
Betrachte nun genau die Folge von Stichproben, welche die Bereiche (i),,, ¢ < i, in
absteigender Reihenfolge besucht.

A = { X1 4mdas1 € Xivym> XTptmdr2 € Xip—1)s -+ > XTjtmdtin € X1} }

Die folgenden Aussagen setzen vorraus, dass A, eintritt. Nach [9, S.21] werden alle Be-
reiche mit groflem Gewicht j > i,, + 1 nicht getroffen und somit auch nicht aktualisiert.
Tatséchlich werden die Gewichte dieser Bereiche aber natiirlich auch aktualisiert, nur wer-
den die Bereiche (1), und (j),, immer mit dem selben Faktor skaliert und somit bleibt
das Verhéltnis gleich. Deshalb gilt

O +md+ipm—1((3)m) _ 07, +md((J)m) > IT+m
07, +mdtim—1((D)m)  O1,4ma(()m) — 1—m
> 1+ 'YTk-l—md—I—im(l - 9Tk+md+im_1((1)m))
L — Y7y tmdtim 0T, +mdtim—1((1)m

)

)
wobei wir die Definition von i,, und die Tatsache benutzt haben, dass (7,) nach (A3*a)
monoton fallend ist. Unter der Vorraussetzung, dass A,, eintritt, gilt fiir j € [2 : 4,,], weil
alle Bereiche j € [2 : i,,] genau einmal besucht wurden, dass
. . 1+ VT +md+im+1—j
0T, +mdtin (()m) 01, 4ma((5)m) % L=YTy +md-+im+1—3 0Ty +md+im —5 ((7)m)

Oncomtrin (D) Oncema(Dm) 14 o Tt —
m m k im — m

Falls A;, eintritt ist der zweite Faktor auf der rechten Seite grofer als 1, weil y7, tmd+i,, <
VT +md+im+1—j, Weil (7,) nach (A3*a) fallend ist. AuBerdem wird der Bereich X(y)  bis
zum letzten Schritt nicht besucht und somit gilt

" 07, +md((1)m)

O+ md-tinm—1((1)m) < 073 +mdtip—i (Dm) = 01 +mdtin—i ((F)m 07, +ma((5)m)
ktm m

< 07y 4 mdtim—i (J)m)-
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Folglich hat der (1),,-te Bereich bei Schritt T} +md-+1,, immer noch das kleinste Gewicht.
Es gilt also I, +md+i,, = (1)m falls Ay, eintritt und insbesondere

Um nun die fast sichere Endlichkeit von Ti+1 zu folgern benutzen wir folgendes technisches
Lemma, welches wir hier nicht beweisen werden. Es besagt im Wesentlichen, dass die A,,
tatsdchliche positive Wahrscheinlichkeit haben und sich diese sogar von unter abschétzen
lasst. Den Beweis findet man unter [9, Kapitel 5.2.3].

Lemma 3.2.8 (ohne Beweis, Lemma 5.2 aus [9]). Unter den Vorraussetzungen (A1) und
(A2) existiert eine Konstante p € (0,1], die nicht von k abhdngt, so dass fast sicher gilt

VmeN, P[Ap|Fr4md > p
Aus Lemma folgt, dass fiir m € N
P[Tis1 > Tp + (m+1)d] <P[AFN AN ---NAS]
=E [1{AgmA§ﬂ---ﬂAfn4} (1-P [Am\]:Tkerd])}
<(L-pP[AGNATN--NA7 ],

was induktiv zu P [Ty > T) + (m + 1)d] < (1 — p)™*! fithrt. Betrachtet man dann den
Limes m — oo in der letzten Ungleichung beendet das den Beweis fiir (3.13]).

Widmen wir uns nun (3.14]). Setze fiir £ > 1
gk: = ‘FTkv Y]C = QTk—l'
Fiir den Beweis beziehen wir uns ebenfalls auf ein technisches Lemma welches in [9, Kapitel

5.2.3] bewiesen wird.

Lemma 3.2.9 (ohne Beweis, Lemma 5.3 aus [9]). Sei v : (0,1] > t — —log(t) € R4.
Unter Vorraussetzungen (A1*), (A2%) und (A3*a) existiert ein k € N und 5 € (0,1), so
dass fast sicher

Vk >k, Yi<y=E[v(Yr1)Gk] <v(Y)

gilt.

Wir definieren Stoppzeiten o, und 7, durch og := 0 und fiir m > 1 durch
T i=inf {k > 01 : Y <7}, op:i=inf{k>71,:Y>7}.
Wir zerlegen den Wahrscheinlichkeitsraum in
{I3m>0:0, <400=Tpt1}U{Vm > 1,0, < +oo}U{IMm >1:7, < 400 =0}

In der ersten und zweiten Menge ist unendlich oft Y, > ¥, so dass limsup,_,,, Yi > ¥.
Fiir die letzte Menge gilt nach Lemma dass fiir m > 1 der Prozess (v(Yino,,) —
V(Yinr,, )k>k ein Gi-Supermartingal ist. AuBerdem ist er nicht kleiner als —v(Y;, ) >
—v(y(1 — 1)), weil v positiv und monoton ist und wegen der Definition von 7,,. Der Pro-
zess konvergiert fiir k — oo also fast sicher gegen einen Grenzwert V,,,. Deshalb konvergiert
(Yi)r auf der Menge {3Im > 1: 7, < +00 = oy} gegen >, o 1{Tm<+oo:gm}YTme_Vm.
Somit gilt also P [lim supy_, . Yx > 0] = 1. O
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3.2 Ergodizitét fiir den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

3.2.4 Existenz einer Lyapunov-Funktion

Als zweite Vorraussetzung um das Theorem aus |5 anwenden zu kénnen bendtigen wir
eine Lyapunov-Funktion. Wir schlagen folgende Funktion V' : © — R, als Kandidat fiir
die Lyapunov-Funktion vor.

V() = zd: (i) log (?8) .

i=1
Im folgenden Lemma zeigen wir nun, dass V eine Lyapunov-Funktion beziiglich h ist.

Lemma 3.2.10. Unter Vorraussetzung (A1) gilt,
(a) V ist nicht-negativ und stetig differenzierbar auf ©.

(b) h ist stetig auf © und gegeben durch
4 g -1
h(0) = (Z 6((;))) (T — )
i=1

(c) fiir alle M > 0 ist {6 € ©,V(0) < M} eine kompakte Teilmenge von ©
(d) fir alle 0 € © gilt (VV(0),h(0)) < 0. Insbesondere gilt
{0, (VV(0),h(0)) = 0} = {¥}

Beweis. Weil Zle V(i) = 1, gilt mit der Jensen’schen Ungleichung
d . d
) 9(@) Jensen ]
V(G) = — i_E - \I’(l) log (\II(Z)> Z — log (Z_E 1 0(1)) L= 0

Da V offensichtlich auch stetig differenzierbar ist, gilt somit

Fir alle i € [1 : d] gilt mit den Definitionen von H (siehe (3.1])) und A (siche (3.10))

d
hi(0) = /X Hi(, 0)mo () \(d) = 0(3) / Wg(x)A(d:r)—H(i);H(k) /X (e A(d).

i

Eigenschaft folgt mit der Definition von 7y (siehe (3.3))

NS TN
/Xk mo(x)\(dz) = (z; 9(2,)) %

Sei M =M — Z?:l U(i)log W(i). Nach (A1*) ist 7 beschrinkt und es folt M’ > M >
0. Mit der Definition von V gilt dann

d d
{Vv<M}y= {9 €0 - W(i)logh(i) < M’} C ({0 € ©l6(j) <m}
j=1

=1

!

wobei m := exp (—ﬁ) Folglich existiert fiir alle M > 0 ein m > 0, so dass

{V<M}C {9 € ©|m < inf 0(i) <supf(i) < 1}
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Mit der Stetigkeit von V folgt somit die Kompaktheit von {V < M}.
Mit den Definitionen von A und V rechnen wir nach, dass

d A\ L d .
(VV(0),h(0)) = — (Z ‘;’8) \g—; Psi; — 0(i))
i=1 =1
4 (s -1 q . D
() e
i=1 =1

wobei im letzten Schritt Z;fl:l(\lf( ) —6(i)) = Zl L (i) — Zl 1 0(i) = 0 benutzt wurde.
Insbesondere folgt, dass das Skalarprodukt nur fiir & = ¥ Null ist. O

In (L*) wird zudem gefordert, dass © offen ist. Dies wird in [9] nicht explizit iiberpriift,
gilt aber offensichtlich nach der Definition von © (siehe (3.2))).

Ist die Vorraussetzung (3.12) erfiillt?
Lemma 3.2.11. Fliir beliebige 6,0’ € © gilt

Somit errechnen wir:

Z;l:1 Z?:1 ‘I’() ( ')|9 z)é’ ) - 9’(i)10(j)|
d
D k=1 o( k) Zl 1 9'(1)
Z(6,6)
TN@©,0)

[modA — mgrd |7y <

Wir schatzen zunéchst den Zahler ab

, d d 1 1
Z(0,6') ;g‘l’ OO RIOIAG)
d
- ]9’(2)9(]) —0(2)¢' ()
= ; oy (i 0(2)9’(i)9(j)9/(1)

M&

30) [ 2D =0G) | | 553y | LD = 000)
”j“’(@)‘l’(J)’e<i>e<j>e'<j>'*;;‘I’()‘I’(")‘ e

.
Il
S

Fiir den Nenner gilt

d . .
Vijel:d N©.O)=> il > LIENS LAOLIE)
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3.2 Ergodizitét fiir den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

Zusammengesetz folgt

[mgdA — o dA||l7v < 22 Z

J=1i#j

00 g3 00000

und somit gilt die Behauptung. O

Lemma 3.2.12. Fiir alle 0,0 € © und alle x € X mit mg(z) < o/ (x) gilt
0(i)
0'(i)
Beweis. Fiir alle x € Xj und y € &}, gilt nach Definition von my

mo(x)mg (y)  O(k) 0'(5)  mo(z)  0'())
mo(y)me(x) — 0(5) (k) mo(z)  0(5) (3.15)

Da Py ein MH-Kern ist, gilt fiir alle messbaren, beschrénkten Funktionen f,

0
1-—- + sup |1—

i€[1:d]

| Py(z, ) — Py (z, )| rv < 2 (2 sup
i€[1:d]

|%f@»—%¢uﬂzL/waxmuun—AManﬂm—f@»M@>

< 2sup | f[sup[Ag — Ag/|
x a2

wobei wegen Symmetrie von Q gilt Ag(z,y) = (1 A iz Eg%) Im Folgenden betrachten wir
nun alle moéglichen Fille:

1. Fall: mp(y) < mp(z) und 7y (y) < mgr (). Dann gilt

|A9(l‘,y) - A@l (m,y)\ — :jézi ZZ:Ei; < |7T9(y7)r0_($7;9’(y) |7T9($7)r6_(x7;9’(x)’
(7o (y) — mor (y)| | [mo(x) — mo ()]
= To(y) * ()
2 P (O]
<2s1)1(p ! o 2i€[11:)d} ! 0" (i) ’

wobei im letzten Schritt (3.15]) benutzt wurde.

2. Fall: my(y) < mp(x) und g (z) < 7o/ (y). Da mp(x) < myr(z) < mor(y), gilt

7T9/
<sup|l——
mo(y) ~ x ur’

=2 sup
i€[1:d]

‘A9($7y> - A9’<$7y)’ =1-

3. Fall: mg(x) < mp(y) und myg(z) < mpr(y). Dann gilt |Ag(z,y) — Agr(x,y)| = 0.

4. Fall: mo(x) < mo(y) und mp (y) < mg(2). Erneut mit (3.15) gilt

mmw—wmw:hgf%nfﬂgﬂg
_ o (x) — mo(x ) mo(x) mo(y) — mor (y)
@ @ m)
0G|, ], 00
S LT | R TR
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Folglich gilt die Behauptung. O

Aus Lemma [3.2.1T] und Lemma [3:2.12] folgt das

Korollar 3.2.13. Unter (A3a*) und (A3c*), existiert eine Konstante C und N € N, so
dass fir alle n > 0,

|70, dA = 79, dA|| 7y < 2d(d = 1)yn41 (3.16)

n+1
und fir alle n > N,
sup 1P, (z,-) = Py, oy (2, )l 7v < Cynta

Beweis. (3.16) folgt aus Lemma [3.2.11] (53) und der oberen Schranke |Y,41(7)| < 1. Mit
Lemma |3.2.12] gilt

Hn—l-l(i) 0n(z)
P - P . <4 1-— 1-
1P, (z,-) 9n+1(33¢ )Ty < (Sgp’ 0 (7) +Sgp On+1(4)
. Yn i
< 4vn41 (qu Y1 (9)] + sup 1+~ :115(/ )+|1(Z)|) .

Die Behauptung folgt dann aus |Y,,41(i)| < 1 und zum Beispiel 1 — 7,41 > 5 groff genuge
n. O

Lemma 3.2.14. Seien die Annahmen (A1%*) und (A2%) erfillt. Dann existiert fir alle
0 € © eine Funktion Hy, welche die Poisson-Gleichung

Hy — PpHy = H(-,0) — mo(H(.,0)) = H(-,0) — h(0)

erfillt. Zudem gilt

sup }f_fg(:c)‘ < 00,
0cO,xeX

und es existiert eine Konstante C, so dass fiir alle 0,0 € ©

10— ¢'|
b= Cinfz‘e[lzd} {6(0) A0"(0)}

+ ’Pgﬂg - Pglf{gz

sup {|ﬁ9 — _Hg/
X

gilt.

Bemerkung: Mit ,Poisson-Gleichungen® sind Gleichungen im Sinne von [16, (17.37)]
gemeint. Hy wird uns spéter helfen, die Abweichnung des aktuellen Inkrements vom ge-
mittelten Inkrement h(0) zu kontrollieren. Genauer gesagt, nutzen wir im nichsten Lemma
die Figenschaft, dass sich Hy— PyHy in einen Martigalterm und verschwindende Restterme
zerlegen lisst (siehe auch (16, Theorem 17.4.3].

Beweis. Da supgeg supgey |[H(2,0)] < 1 folgt mit Lemma die Existenz von Hy fiir
alle § € ©. Zudem gilt nach |16, Kapitel 17.4.1]

sup sup !Ijlg(a:)} < sup sup Z |PyH(-,0)(x) — mg(H(-,0))] <
0E® zeX 0cO zeXx n>0

(3.17)

SR

Aus Lemma folgt auBerdem mit [8, Lemma 4.2], dass eine Konstante C existiert, so
dass fiir alle 6,60’ € ©

sup ‘Pgﬁ@ — PQI_HQ/ -+ sup ‘_Hg - _Hg/
X X

<c (sg(p [H(0) = H(.8)|+ sup | Pae.) = P v + [modA we/dAHTV)
e
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3.2 Ergodizitét fiir den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

gilt. Nach Definition von H existiert dann eine Konstante C’, so dass fiir alle 6,60’ € © gilt:

Sup |H(7‘9) - H(ael)’ < C/|‘9 - 9/|
X

Mit Lemma [3.2.11 und Lemma [3.2.12] folgt dann die Behauptung. O
Satz 3.2.15. Unter den Vorraussetzungen (A1%), (A2%) und (A3%), gilt

l

lim sup sup Z Yn+1(H(Xn+1,60n) — h(6n))| =0  fast sicher
k—+oo 12k |

Beweis. Wir zerlegen das Inkrement in einen Martingalterm und zwei Restterme

H(Xp41,00) — h(0) = Ho, (Xni1) — Po, Hp, (Xns1) = Mayr + R + RV,
wobei

M1 = Hyp, (Xn11) — P, Ho, (Xy)

R, = Py, Hy, (Xn) — Po, ., Ho, (Xns1)

R®) =Py, Hy, . ,(Xu41) — Py, Hp, (Xni1)
Da nun (My41)n>1 ein Martingal ist, gilt mit (A3*c) und (3.17), dass Y, V2E[|My,|?] <
oo. Somit gilt nach 10, Korollar 2.2] fast sicher limsupj sup;>, ’Z;Zk ’yn+1Mn+1’ = 0.

Betrachten wir nun Z;:k 'ynRgJ)rl. Ohne das v, wire der Term eine Teleskopsumme und
mit ,, Abelscher partieller Summation® (siehe [2]) erhélt man dann

l

l
1 — — —
S Ry = Po, Ho, (Xi) — MPoy Hopy (Xii1) + > (Y — Y1) Po, Ho, (X,)
n==k n=k+1

Mit (3.17) und (A3*a) existiert eine Konstante C, so dass fiir alle | > k

! l
1
SRS <0 s+ Y =l | <20m
=k jzk j=kt1
gilt. Aus (A3*a) folgt dann lim supy sup;> ‘Z;:k fynHRSJ)rl‘ = 0 fast sicher. Betrachten

wir nun Z;Zk ’yanfJ)rl. Lemma [3.2.14] zusammen mit (A2*) impliziert mit den Manipu-
lationen aus Korolar [3.2.13] das eine Konstante C” existiert, so dass fiir alle j > 0,

Sl)l(P |Poj+1Ho, ., — Po;Ho,| < C"vj41.

Mit (A3*c) existiert ), vn R

fast sicher und es folgt:

:0]:1

Also gilt die Behauptung. O

l
Z ’YTH-IRELZJ)rl
n=k

P

lim sup sup
k 1>k

3.2.5 Beweis von Theorem [3,2.2
Wir beweisen zunéchst ((3.4)).
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Beweis von ((3.4)

Der Beweis beruht auf |8, Theorem 2.1]. Wir zitieren das

Theorem (ohne Beweis, Theorem 2.1 aus [§]). Es seien folgende Vorraussetzungen erfiillt:

(A1°) Fiir alle 0 € © existiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mg, so dass mgPy =
o

(A2°) a) Fir alle ¢ > 0 existiert eine nicht-wachsende Folge {r-(n),n > 0} in
N\{0}, so dass

limsup E ||Prs(n

n—o0 On—rem)

(Xn—rg(n)v ) T () ” TV] <e

b) Fiir beliebiges € > 0, lim;,_, o ng(n E [DV(Qn—TE(n)+j’ Qn_re(n))] =0, wobei

(3.18)

Dy (0,0 := 21612 || Po(, -)sz])%/(x, I

und fiir V=1 schreiben wir D(6,0).

Dann gilt fiir jede beschrinkte Funktion f mit lim, 7, (f) = « f.s. fiir eine Konstante «,
dass

lim E[f(X,)] =«

n—oo
(AT")| aus dem Theorem gilt, weil nach (A2) mp Py = 7y gilt. Widmen wir uns nun [(A27)]
Nach Lemma |3.2.4| kénnen wir r. > 11(§)gg((18 / i)) wéhlen und erhalten

E I}, (Xnr.) = 7o, dAllrv] < e.

n—re

Fiir n — oo ist die Folge r.(n) = r. nicht wachsend und somit gilt fiir # — 0. Nach
Korollar [3.2.13| existiert auflerdem eine Konstante C' (also unabhéngig von ¢), so dass

re—1

5B [sup 1P v 5(02) = Poy . (5 v

j=1 reX

1’5—1 j—1
SE [

sup | P, 11 () — Pen—r5+l(x,')HTv]
xeX

.

Il
R
o~

<C _ — 0
= : Yn—re+1+1 AR

gilt. Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass wir eine endliche Summe haben, in der
jeder Summand gegen Null konvergiert (siehe (A3*a)). Damit sind [(A1’)[und |(A2’)| erfiillt.
Aus der fast sicheren Konvergenz der Gewichte aus Theorem und mit Lemma |3.2.11

folgt dann, dass
lim / F@)mo. A (dz) = / F(@)me(@)A\(dz).

Als n#chstes beweisen wir (3.5]).
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3.2 Ergodizitét fiir den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

Beweis von (3.5)

Dazu benutzen wir folgendes Theorem, wobei wir V' = 1 benutzen.

Theorem (ohne Beweis, Theorem 2.7 aus [§]). Es seien folgende Vorraussetzungen erfiillt:

(A3’) Py ist fir alle 8 € © m-irreduzibel, aperiodisch und es existiert eine Funktion
VX — [1,00), so dass fir alle § € © Konstanten by < oo, dp € (0,1), Ag € (0,1)
und ein Wahrscheinlichkeitsmafl vg auf X existieren, so dass

PyV < AV + by

Py(x,-) = 6600 () Ly <cp} (€), o= 2bg(1 — Ag) ™" — 1

(A47) >, kL max{Lgk,Lgk_l} Dy 0k, 0k—1)V (Xk) < oo wobei Dy wie (3.18]) de-
finiert ist und Lo := Cy V (1 — pg)~ %, so dass fiir die Konstanten Cy, pg gilt, dass
1P (, ) — mollv < CoppV ().

(A5’) @) limsup,, 7, (V) < oo f.s.
b) Fiir ein a>1 gilt 33327 (k+1)"*Lg* Py, V*(X) < o0 f.s.

Sei F': X x © — R eine messbare Funktion, so dass
1. supy [[F(-,0)[lv < oo
2. 2211 kingk_l HF(, Qk) — F(-, Gk,lHVV(Xk) < o0 f.S.

3. limy, [ 7, (dx)F(x,0,) existiert fast sicher

Dann gilt
n—1
1
lim_ n;)ﬂxk,ek) = lim [ m,(de)F(z,6n), fs.

Definition 3.2.16 (aus [13]). Eine Markov-Kette (X,),, mit Ubergangskern P ist geome-
trisch ergodisch beziiglich einer stationdren Verteilung w, falls eine Funktion f: X — R
und eine Konstante t € (0,1) existiert, so dass

1P"(2,) = 7Yl v < M(@)t"  fiir alle z € X

Falls M beschrdankt ist, nennen wir die Markov-Kette gleichmdflig ergodisch.

Bemerkung: Die Bedingung besteht aus mehreren Teilen. Irreduzibilitit und Aperi-
odizitit garantieren die (geometrische) Ergodizitit der Folge. kontrolliert den ,Drift“
der Kette und die letzte Ungleichung gerantiert, dass die Menge {V < cp} klein ist
beziiglich der Markov-Kette (engl. small set oder petite set [16]). Genaueres dazu findet
man in (16, Kapitel 15]. Die Bedingungen |(A4’) und|(A5’) kontrollieren die Konvergenz-
geschwindigkeit.

Wir iiberpriifen also ob die Vorraussetzungen erfiillt sind. Fiir V' wéihlen wir schlicht
V =1 und mit Lemma gilt dann PyV(z) =1 = ¢+ (1 — ¢) fiir alle ¢ € (0,1).
Somit gilt die , Drift-Eigenschaft“ aus Mit Lemma gilt auflerdem Py(z, A) >
p [4mo(x)A(dzx) fiir alle z € X, A € A. Daraus folgt

1. die Minorisierungsbedingung des Kerns Py (zweite Gleichung von |(A3’)| siehe auch
[14, Definition 1.1})
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

2. mpdA ist ein irreduzibles Mafl und somit ist Py wegen der Abschétzung irreduzibel

3. und Py ist aperiodisch da X eine kleine Menge ist beziiglich Py (siehe |16, Kapitel
5.4.3]).

AuBerdem gilt nach Korollar [3.2.13| und wegen (A3*c), dass eine Konstante C' existiert,
so dass
leupHPg (x,:) = Py, _,(z,)|lTv <CZE <Cz ylz—i—i < 00

k kA" k—1\""" — k — /C2

k>1 " TEX k>1 k>1

Somit ergibt sich die Bedingung|(A4’)| [(A5’) ist ebenfalls trivialerweise erfiillt, da V' = 1.
Das beendet den Beweis.
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3.3 Das ,Flat-Histogramm “-Kriterium wird in endlicher Zeit erreicht

3.3 Das ,,Flat-Histogramm*“-Kriterium wird in endlicher Zeit
erreicht

Die Probleme im Beweis der Terminiertheit des WL-Algorithmus mit (FH)-Kriterium
liegen in zwei Tatsachen:

1. Der Algorithmus ist ein adaptives MCMC Verfahren. Insbesondere ist (X,),en keine
Markov-Kette, weil der Ubergangskern Py theoretisch von allen vorherigen Stichpro-
ben abhéngt. Deshalb kénnen keine gewhnlichen Sétze fiir die Konvergenz von MK
angewendet werden.

2. Es ist nicht offensichtlich, dass die Temperatur im Laufe der Zeit abnimmt. Dafiir
muss nédmlich immer nach endlicher Zeit das ,,Flat-Histogram“-Kriterium erfiillt wer-
den.

Nachdem wir uns im voherigen Kapitel[3.2mit dem ersten Problem beschéftigt haben, wer-
den wir nun zeigen, dass das (FH)-Kriterium unter bestimmten Bedingungen in endlicher
Zeit erreicht wird. Zusammen ergibt sich dann die Terminiertheit des ganzen Algorithmus.
Der Beweis, dass das Flat-Histogramm Kriterium fiir bestimmte Updates tatséichlich in
endlicher Zeit erreicht wird, wurde 2011 von Jacob und Ryder gefithrt [12] und soll hier
im Folgenden wiedergegeben werden. Die Reihenfolge und die Aufteilung auf die Lemmas
wurden allerdings veréindert um die Lesbarkeit zu erhéhen.

Da sich die Temperatur im WL-Algorithmus mit , Flat-Histogramm“-Kriterium erst
jeweils nach dem Erreichen des (FH) verringert, betrachten wir fiir den Beweis stets eine
konstante Temperatur v < 1. Wir teilen den Beweis in folgendes Theorem und Korollar
auf.

Theorem 3.3.1. Benutzt man den Wang-Landau-Algorithmus mit (FH)-Kriterium mit
folgendem Update

log 0:(7) <= 01—1(7) + f(Lx,(X¢), Pi,ve) mit f(1,P,7) =~(1 — D),

dann konvergieren die relativen- gegen die gewiinschten Trefferhiufigkeiten in L'

NG
8 2,
t t—oo

Bemerkung: In Paper [12] wird zusditzlich noch gezeigt, dass der Algorithmus mit einem
anderen Update, nimlich mit f(1,®,v) = log[1 + v(1 — ®;)] nicht konvergiert. Die rela-
tiven Hdaufigkeiten konvergieren dann zwar, aber nicht gegen (®;) (siehe (12, S.7 unten]).

Aus der Konvergenz in L' folgt die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Und es ergibt sich
folgendes

Korollar 3.3.2. Fulls die Trefferhiufigkeiten in Wahrscheinlichkeit konvergieren

M) e,

t t—oo U

wird das ,,Flat-Histogramm“-Kriterium in endlicher Zeit erreicht.

Beweis von Korollar[3.3.2. Das zu betrachtende Ereignis F'H; definieren wir durch:

FHt:{Vz'e [1:d): ’Ntt(i)—é(z’)‘ <c}
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Wir benutzen nun die Konvergenz von

NG ®g

t t—oo

Es folgt:
Ve >0dINeNVt>N: P(FH;) >1—¢

Definieren wir
TFH — inf {FH,}
>0

dann gibt es demnach ein € > 0, so dass
INeNVn>N: P(TFH < N+4n)>e¢
Mit [19, Lemma 10.11] folgt dann die Behauptung. O

Wir fithren nun zuerst etwas Notation und die zu gewéhrleistenden Vorraussetzungen
ein. In Kapitel beweisen wir dann das Theorem fiir den Spezialfall, dass wir
genau zwei Bereiche benutzen (d=2). In Kapitel verallgemeinern wir den Beweis
dann fiir d > 2.

3.3.1 Vorbereitung und Annahmen

Betrachten wir die Definition des Akzeptierungskerns vom MH-Kern Py, fallt auf, dass die
Stérke mit der ein einzelner Bereich bevorzugt bzw. benachteiligt wird ausschliellich vom
Verhiéltnis der Gewichte des Bereichs zu den Gewichten der anderen Bereiche abhéngt:

3

g, (2,y) = mi %@%ﬂ}: - w—@v)
0, (x,y) mm{l’ﬂat(ﬂf)Q(:L",y min < 1, I(I))Q( )

)
) z

—min {1, TWQW D) 6@ [y 7W)QW,2) g

B {1’w<x>c2<x,y> et<f<y>>} {1 T@Q(,y)° }

wobei wir die Verhéltnisse mit Zt(i’j ) benennen

29 = log =,
t 20

Der Beweis des Theorems hiangt deshalb im Wesentlichen davon ab, dass wir die Verhélt-

(1:7)

i,j €[1:d] mit i

nisse Z kontrollieren koénnen, in dem Sinne, dass kein Bereich unendhch viel ,,0fter”

besucht wird als die anderen. Préziser formuliert werden wir zeigen, dass Zt in5) /t — 0 und
das daraus auch folgt, dass N;/t — 0.

Fiir den gesamten Beweis werden wir von folgenden Annahmen ausgehen:
(A1) Alle Bereiche besitzen unter 7 und P positive Wahrscheinlichkeit
P(X;) > 0, n(&;) >0, furallei e {1,2}

(A2) Der Zustandsraum X ist kompakt

(A3) Fiir den Vorschlagskern Q(x,y) ist jeder Zustand von jedem direkt erreichbar und
die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind von unten beschrinkt, also

AGmin > 0V, y € X 0 Q(2,Y) > Gmin
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(A4) Die MH Aktzeptanzwahrscheinlichkeit A(x,y) ist von beiden Seiten beschriankt

dm, M >0Vz,y € X : m<w
m(2)Q(y, z)
(A1) und (A2) sind keine grofien Einschriankungen in der Praxis, weil leere Bereiche einfach
weggelassen werden konnten und nicht kompakte Zustandsridume allein schon wegen der
Speichergrenzen nicht vorkommen. (A3) und (A4) wiederum lassen sich allerdings nicht
immer erfiillen und es wiére ein Ziel fiir die Zukunft diese abzuschwichen.

<M

Bemerkung: Ein Gauss’scher Random Walk, also ein Random Walk bei dem die einzel-
nen Schritte normalverteilt sind, erfillt alle Bedingungen (A1) bis (A4) und ist somit eine
mogliche Wahl fiir den Vorschlagskern.

Im ersten Teil werden wir obiges Theorem nur fiir den Fall d = 2 beweisen, falls es
also nur genau zwei Bereiche gibt. Danach erklédren wir, wie man diesen Fall auf d > 2
verallgemeinern kann.

3.3.2 Konvergenz der Haufigkeiten fiir d=2

Sei also X' = &1 UX,. Es gibt also nur Zt(1’2) und Zt(z’l). Der Einfachheit halber, definieren
wir

Zy = 7 = 1og 0,(1) — log 6,(2)

Fiir unseren Spezialfall d = 2 méchten wir nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.3.3. Sei Z; wie oben definiert, dann gilt

2 b,y

t t—oo

Wir definieren zunéchst die Inkremente von (Z;) als (Uy)ien, so dass

Zir = log O41(1) — log 6111(2)

= [log 6y + f(La, (X¢), ©(1),7)] — [log b + f(La, (Xi), ©(2),7)]

=Zi+ f<1X1 (Xt)v @(1)77) - (1?(2 (Xt)’ (I)<2)7'7)

=Z1+ U
wobei v die aktuelle Temperatur ist, die konstant bleibt, solange das (FH) noch nicht
erreicht wurde. Fiir unser spezielles Update gilt, dass U; positiv ist, falls der erste Bereich
getroffen wird, und sonst negativ. Genauer gilt, dass Uy € {+a, —b} mit a,b > 0.

Die Kontrolle von Z; erreichen wir mit folgendem Lemma. Darin beweisen wir, dass es

ein kompaktes Intervall [Z low 7 high] gibt, in dem sich Z; meistens befindet, oder zu dem
es zumindest mit sehr grofler Wahrscheinlichkeit schnell wieder zuriickkehrt.

Lemma 3.3.4. Seien Z; und Uy wie oben definiert. Dann existiert ein € > 0, mit dem fiir
alle n > 0 jeweils ein Intervall Z = [Zl"“’, Zhigh] C R existiert, fir das gilt:

1. Falls Z, > ZM9h | gilt:
]P)[Ut_H = —b’Ut = +a, Zt] >
PlUtt1 = =blUs = =b, Z¢] > 1 —n
2. Falls Zy < Z'%, gilt:

P[Ut+1 = —}—a\Ut = —b, Zt] > €
P[U,H_l = +a|Ut = +a, Zt] >1-— n

31



3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Beweis. Wir beweisen das Lemma zunéchst nur fiir den Fall Z; > Z"9" indem wir uns
mit der Defintion des MH-Kerns eine obere Schranke Z"%9" konstruieren.

Sel gmin wie in (A3). Das Ereignis {U; = +a} entspricht dem Ereignis {X; € A }. Falls
also Xy € A1 und 7(X;) > 0, dann gilt mit der Definition von Z;:

P (X1, ) = / Po, (X, y)dy

X

Q(Xy,y)Ag, (X, y)dy

X
m(y) Qy, Xt) 0:(1(Xy))
g L E08) <“ (X)) Q(Xery) 0 t<f<y>>)
(y) Qy, Xt) g
g S E08) (“ (%) QX ) >dy

Nach (A4) ist :g; E zg von unten beschrinkt. Somit existiert ein K, so dass fiir alle

k> K
Yoy e X 7(y) Q(va)ek > 1

m(z) Q(z,y)

Fir Z; > K ist somit das Minimum gleich eins und mit X,; € A; gilt

Py, (X, Xo) = Q(Xt, y)dy > qminit(X2).
Xy

Falls Z; > P; gilt demnach die erste Ungleichung:
P U1 = =b|U; = +a, Zy] = P[Xi41 € Xo| Xy € X1, Z4] > Gminit(X2)
Wir zeigen nun die zweite Ungleichung. Sei 1 > 0 beliebig aber fest. Es gilt
PlUt+1 = —b|Us = =b, Zi] = P[Xy41 € 2| Xy € Xy, Z¢]
Wie eben betrachten wir den MH-Kern:
Py, (X, o) =1 — Py, (X¢, A1)
— 1| [ @A Gt nan]
1

m(y) Qy.Xe) _z,
m(Xt) Q(Xe,y) ) dy]

Weil nach (A4) %Qggg < M folgt wiederum die Existenz eines Ko, so dass fiir alle

=1- [ XlQ(Xt,y) <1/\

L

k Z KQ gﬂt:
m(y) Qly, @)
Ve,y e X . ——= e’ <1
m(z) Q(z,y)
und deshalb fiir den Fall, dass Z; > Ko
— F(y) Q(ant)
Py (Xp, Xo)=1—e % Xy, d
e ) w AR Q™
>1—e M [ QX y)dy
X1
N—_———

>1— Me %
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3.3 Das ,Flat-Histogramm “-Kriterium wird in endlicher Zeit erreicht

Somit existiert fiir jedes n > 0 ein K3 > Ko, so dass fiir alle Z; > Kj:
Py, (X, X)) >1—n
Daraus folgt schliellich die zweite Ungleichung
PlUiy1 = =b|Up = —b,Zs) > 1—n

Setze also € = qmm;f(Xg). Mit Z"9h > max {K1, K3} gelten dann beide Ungleichungen.
Fiir den Fall Z; < Z'" lisst sich der Beweis analog fiihren, indem man die MH-Kerne
betrachtet und (A3) und (A4) benutzt. O

Das Verhalten von Z; auflerhalb des Intervalls [Z low " 7 high] deutet also bereits darauf
hin, dass Z; immer wieder in das Intervall zuriickkehrt, also das die Wiedereintrittsdauern
endlich sind. Wir fithren zunéchst einige neue Notationen ein.

Definition 3.3.5. Seien €, > 0 beliebig aber fest gewdhlt. Sei dementsprechend Z das
zugehdrige Intervall aus Lemma |3.3.4. Dann definieren wir die Austrittszeiten (s);cn
durch:

s1 := inf {t ENZi1€ZNZ ¢ Z,_’}
Si+1 = inf {t > 8|2 1 €EZNZ & Z_}
Aufserdem definieren wir die Wiedereintrittsdauern (T);cn:
T; :=inf {t e N|Z,, 1, € Z}
Wir méchten nun zeigen, dass die erwarteten Wiedereintrittsdauern endlich sind:
E[Ti] < oo, firallei e N

Das Problem ist dabei die Tatsache, dass die Inkremente U; noch stark mit Z; korrelieren.
Wir werden deshalb neue Inkremente Uy einfiihren, die U; beschriinken und gleichzeit eine
Markov-Kette sind, also nur vom voherigen U;_; abhingen. Trotzdem wird U, jedes Mal
in endlicher Zeit zu Z zuriickkehren. Das folgende Lemma zeigt die Existenz solcher Uy,
fir den Fall dass Z; nach oben aus dem Intervall Z lauft. Der andere Fall verlduft analog.

Lemma 3.3.6. Sei U; € {+a, —b} wie oben die Folge der Inkremente von Z;, seien ¢ < %,
n < min{i, £} und Z das zugehorige Intervall aus Lemma m Sei zudem s; eine

27 a _
beliebige Austrittszeit, bei der Z,, > ZM9". Dann existiert eine Markov-Kette

(U)iesisitt,.) € {o1 = +a,as = —b}
(unabhingig von Z; und U;) mit Ubergangsmatriz
< l—¢ ¢ )
no 1=
welche Uy beschrinkt, in dem Sinne dass gilt
U, <U, firaleteN
und so dass

Zs, = Zs,
Zt+1:Zt+ﬁt, Vit>s;

in endlicher Zeit zu Z zuriickkehrt (siehe Lemma )
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Abbildung 3.2: Steigt Zy, so steigt Z; ebenfalls. FAllt Zy, so félltNZt allerdings nur mit einer
gewissen W-Keit und steigt sonst. Folglich ist Z; > Z;.

Bemerkung: Entscheidend ist die Tatsache, dass U; unabhingig von Z; und U, ist. In
diesem Schritt geschieht also der Ubergang von dem schwer zu analysierenden adaptiven
MCMC-Verfahren zur leicht zu kontrollierenden Markov-Kette.

Bewgis. Fiir die Zeiten an denen Z; iiber dem Intgrvall liegt, also s; < t < T; Eieﬁnieren
wir U rekursiv und in Abhéngigkeit von U1, Uy, Uy wie folgt (der Verlauf von Z; wird in
Abbildung [3.2] veranschaulicht):

gegeben definiert
Uigrr U Uy Ut
+a : +a
. . . 1—n
b b b —b mit W-Keit p1 = P == HUi=—b.7]
+a  sonst
. . . c
b va b —b mit W-Keit po = O =—b0i=TaZ]
+a sonst
_ . _ ]P[Ut+1=+a|Ut=—b,Zt}
-b  —=b +a b mitpy = (1 + P[Ut+1:—b|Ut:—b,Zt}>
+a sonst

Fiir Zeiten ¢t > T definieren
gangsmatrix.

wir U, schlicht als eine Markov-Kette mit der obigen Uber-

Wir iiberpriifen zunéichst die Wohldefiniertheit, in dem Sinne, dass alle pq, p2, ps tat-
sdchlich kleiner als Eins sind. Fiir p; und p folgt dies aus den Ungleichungen (1) und (2)
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3.3 Das ,Flat-Histogramm “-Kriterium wird in endlicher Zeit erreicht

aus Lemma m Fiir p3 berechnen wir mit € < % und n < %:

PlUs41 = +a|Us = —b, Zt]) < 1 —P[Up41 = —b|Us = b, Zt])
el 1+ =ecl1+
( PlUty1 = —b|Us = —b, Zy] P[Us41 = —b|Us = —b, Zy]

§€<1+1—1(i;77)>§8<1+1277>

26 <1

IN

Zum Beweis des Lemmas iiberpriifen wir nun fiir die einzelnen Félle die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten. Fiir den Ubergang Uy = —b — Ui1 = —b ist zunéichst zu bemerken, dass
die Ereignisse {U; = —b} und {U; = —b,U; = —b} gleich sind. Daher gilt:

P[Us1 = —b|U; = —b, Z;) = P[Usy1 = —b|U; = —b, Uy = —b, Z4]
= P[U11 = —b|Usy1 = —b, Uy = —b, Uy = —b, Z}]
X PUsy1 = —b|U; = —b, Uy = —b, Z{]
(1 =n)PUt1 = —b|Us = —b, Z4]
P[Us41 = —b|U, = —b, Z]
=1-—9

Fiir den Ubergang Uy = +a — Ut+1 = —b betrachten wir die zwei Gleichungen:

P01 = —b|U; = +a, Uy = +a, Zy] = PlUp1 = —b|Up1 = —b, Uy = +a,U; = +a, Zy
X ]P)[Ut+1 = —b|Ut = +a, Ut = +a, Zt]
. €]P>[Ut+1 = —b‘Ut = +a, Zt]

PlUp41 = =b|Us = +a, Z,]

=£

und:

P[Us1 = —b|U; = +a,U; = —b, Z;] = P[Us41 = —b|Usy1 = —b,U; = +a,U; = —b, Z;]
X P[Ups1 = —b|U; = +a,U; = —b, Z]
PlU41 = +a|U = b, Zt])
=e(1+
( PlU1 = =b|Ur = —b, Z)]
X ]P)[UH_l = —b|Ut = —b, Zt]
=€ (P[U1 = —blUr = =b, Z;] 4+ P[Us41 = +a|U; = —b, Z4])

Somit ergibt sich: ~ _
PlUt1 = —b|Us = +a] =¢

UberNdie Gegenwahrscheinlichkeit erhalten wir fiir die Ubergénge U, = +a — f]tH = +a
und Uy = —b = U1 = +a

P [Ut—i-l = —b\ﬁt = +a, Zt] =1- IP[thH = —b|(7t =+4a,Z)=1—¢

P |:Ut+1 = +Q|Ut = *b, Zt] =1- ]P)[Ut+1 = *b|Ut = *b, Zt] =1- (1 — 77) =n
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

Wir folgern nun, dass Z; tatsichlich immer in endlicher Zeit in das Intervall K zuriick-
kehrt.

Lemma 3.3.7. Alle erwarteten Wiedereintrittsdauern sind endlich. Insbesondere existiert
ein T € R, so dass gilt:
E[T) <t

Beweis. Da die Markov-Kette (U;) aperiodisch und irreduzibel ist, konvergiert sie gegen
folgende stationére Verteilung:
n €
TG = ,
<£+n€+n>

Sei s; eine beliebige Austrittszeit, fiir welche Z 5;+1 Uiber dem Intervall liegt. Dann defi-
nieren wir mit 7; die Wiedereintrittsdauer von (Z;), also

3 < _
T 3,2%{ 2 bis }

t=s;+1

Erinnern wir uns an unsere Wahl von n fillt auf, dass an < be gilt. In der Nidhe der
Grenzverteilung ist Uy ungeféhr mit 7 verteilt. Somit gilt dann:
~ £ 7’]

E[Ut]z—f—a —b
e+ e+n

<0

Da nun aber U; gegen die Grenzverteilung konvergiert, existiert insbesondere ein Zeit-
punkt, ab dem alle Erwartungswerte der folgenden Uy negativ sind. Mit der Unabhéngigkeit
der U; folgt dann aber:

s+d

s+d
E[Z 0| = > E|0i]
t=s;+1 t=s;+1
s+C s+d
- 3% sfu)s 5% s
t=s;+1 t=s+C+1

< —a fiir d groB genug, aber endlich

Daraus folgt 7 := E[T] < oo. U, ist nach Definition immer grofer gleich U;. Somit ist auch
Zy > Z; und es folgt T < T. Daraus folgt dann E[T] < oco. Da s; beliebig war und die
Argumentation fiir Austrittszeiten unterhalb des Intervalls analog verlduft, ist die Aussage
bewiesen. O

Beweis von Satz[3.3.3. Seien (s;) und T; die Austrittszeiten bzw. die Wiedereintrittsdauer
aus Definition und sei k(t) so definiert, dass s <t < sg4)41. Dann gibt es drei
mogliche Falle:

1. Falls Z; € Z bedarf es keiner Abschitzungen

2. Falls Z, > ZMdh oilt 7, < Zspy T 0kt und berechnet man den Erwartungswert

auf beiden Seiten gilt: -
E[Z] < (Z"M9" 4+ a) 4+ ar

3. Falls Z; < Z'°% lisst sich der Erwartungswert analog beschrinken

E[Z] > (Z"% = b) — br
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3.3 Das ,Flat-Histogramm “-Kriterium wird in endlicher Zeit erreicht

In jedem Fall folgt:
Z
E [t] ZX0
t
1 1
Lemma 3.3.8. Die Konvergenz Zy/t 5o impliziert Ny/t L .
Beweis. Mit der Definition von Z; gilt

Zy =log (1) —log 6,(2)
= Zo+ [N:(1) f(1,2(1

~— —

— [Ne(2)f (1, 2(2),7) + (t = Ni(2)) f(0), ©(2), 7)]
= Zo + Ne(1) [/ (1, @(1),7) = £(0, (1), 7)]
+tf(0,@(1),7) — [(t = Ne(1)) f (1, 2(2),7) + Ne(1) £ (0, 2(2),7)]
= Zo + Ni(1) [J (L, ®(1),7) = f(0, (1), 7) + [(1, ®(2),7) = F(0, D(2),7)]

c:=

+H(f(0,2(1),7) — f(1,2(2),7))-

Dabei haben wir benutzt, dass v konstant bleibt und wir somit nur die Treffer in den einzel-
nen Bereichen zdhlen miissen um die gesamte Anderung der Gewichte bis zum Zeitpunkt
t zu erhalten. Formen wir nun nach N;(1)/t um erhalten wir

N() _ Zi—Zo1  f(L®(2),7) - [(0,9(1).7)
t t c c

1
Nutzen wir nun Z;/t 50 gilt

Nt(l) L_l) f(17®(2)a7)_f(0aq)(1)77>
13 t—00 f(lv ¢)(1)77) - f(Ov é(l)aﬁy) + f(la (I)(2)7’7) - f(0> @(2)’7) .
7)

Fiir unser gewéhltes Update f(1, P,

f(1L,2(2),7) = f(O, q’(l)ﬁ)
M1 -2(2) - (0- ‘1’(1))]
VM= (1) = (0-2(1)) + (1 - 2(2)) — (0 - ©(2))]
= 22— a0,
wobei wir benutzt haben, dass 1 — ®(2) = ®(1) gilt. Fir Ny(2)/t verldauft der Beweis
analog. O

3.3.3 Verallgemeinerung fiir d groBer als 2
Wir benutzen weiter das Update mit f(1,®,v) = v(1—®). Es ergibt sich fiir die Gewichte

log 6,() = Ni(5)(1 — ®(i)) — (t — Ny(0))®(i) = No(i) — t0(3).

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass log (i) = 0, Vi. Da
in jedem Schritt nur in Abhéingigkeit vom aktuellen X; aktualisiert wird, ist (X, log6;)
nach Definition eine Markov-Kette. Wir zeigen nun, dass (Xt,log6;) A-irreduzibel ist fiir
ein sigma-endliches Maf§ A. Fiir den Beweis brauchen wir zunéchst noch die folgende
technische Vorraussetzung.
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3 Erkenntnisse iiber den Wang-Landau Algorithmus

(A5) Die gewiinschten Trefferhdufigkeiten sind rationale Zahlen:
& = (2(1),....8(d)) € Q*

Bemerkung: Die Autoren von [12] gehen davon aus, dass die Vorraussetzung nicht wirk-
lich einen Finfluss auf die Konvergenz hat, sondern nur fir den Beweis bendtigt wird.

Dann kénnen wir folgendes Lemma anwenden.

Lemma 3.3.9. Sei © C R? definiert durch.:

d
©:={zrecR? I(ni1,...,ng) € N 2, =mn; — ®(1)S,, wobei S, = an
j=1

Sei X das Produktmaf aus Lebesguemaf auf X und dem Zihlmaf$ auf ©, dann ist (Xy,log ;)
A-irreduzibel.

Beweis von Lemma[3.3.9. Sei © C R wie im Lemma definiert. © enthilt also die Werte
die vom Prozess (log ;) erreicht werden kénnen. p bezeichne das Lebesguemafl auf X und
sei A € B(X), so dass p(A) > 0 und sei z* € © beliebig. Wir méchten nun also zeigen, dass
zu einem Zustand zum Zeitpunkt s X = x, logfls = zs; mit Wahrscheinlichkeit grofier
als Null ein ¢ > 0 existiert, so dass Xs1; € A und logfsy; = z* gilt. Damit hétten wir
dann die A-Irreduzibilitéit gezeigt, wobei A das Produktmafl vom Lebesguemafl auf X und
ZishlmaB auf © wire. Sei n = (n1,...,n4) € N? beliebig. Dann ist die Wahrscheilichkeit,
das der Prozess (X;) jeden Bereiche X; zwischen den Zeitpunkten s + 1 und s + Z?:l n;
genau n; mal besucht grofier als Null (wegen den positiven Vorschlagswahrscheinlichkeiten
aus (A3)). Es gilt also mit S, = 27:1 n;, dass

S+Sn

P Vie[l:d: Y 1x(X)=n
t=s+1

Xs,logﬁl >0

Weil p(A) > 0 und weil (&;); eine Partition von X ist (mit nicht leeren Bereichen nach
(A1)), gibt es eine kleinere Menge B C A mit u(B) > 0, die ganz in einem Bereich liegt
(also B C X« fiir i* € [1 : d]. Wir benutzen nun folgendes Lemma, welches garantiert, dass
es von jedem Punkt zu jedem Punkt aus © einen ,,Pfad® gibt. Den Beweis des Lemmas
findet man im Appendix von [12].

Lemma 3.3.10 (ohne Beweis, Lemma 8 aus [12]).
vz 2@ co0IneN Viel:d: Ygn — Zn] D, —z

Nach Lemma existiert nun ein Pfad, so dass die Kette von (s, z5) nach (xsyi—1,
Zs+t—1) kommen kann. Dabei kann 24141 so gew#hlt werden, dass nach dem letzten Schritt
(Ts4t, 2s+¢) gerade so ist, so dass xsy; € B und zg44 = 2*. Es gibt also einen Weg und er
hat positive Wahrscheinlichkeit, daher gilt die Behauptung. O

Nach Lemma ist die Kette also A-irreduzibel ist und somit konvergieren die Tref-
ferwahrscheinlichkeiten fiir beliebige A-messbare Menge aus X x © gegen einen festen Wert
aus [0, 1]. Insbesondere konvergieren die relativen Haufigkeiten N;/t gegen einen Vektor

(pi)-
Lemma 3.3.11. FEs gilt (p;) = .
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3.3 Das ,Flat-Histogramm “-Kriterium wird in endlicher Zeit erreicht

Beweis. Angenommen fiir einige ¢ € [1 : d] gilt p; # ®(7). Da die Summen von (p;) und ®
Eins ergeben, muss es somit auch i € [1 : d] geben fiir die p; < ®(i) gilt, Bereiche also, die
weniger besucht werden, als gewiinscht. Setze {i1,42,...} = argmin;cp.q(p; — ®(j)). Fiir

beliebiges i, und j & {i1,i2, ...} gilt nach der Definition von Zt(j’i’“) (siehe i
ZPW = —Ny(i) + No(G) + (@i, — ®5) ~ H(=pi, + Bi, +pj — ©;) = 00

Somit gilt: ;
VK >03TeNvVt>T: 20" > K (3.19)

Analog zum Beweis im voherigen Kapitel betrachten wir wieder die Inkremente U; €
{+a,—b}, so dass

U, — —-b I(Xt)E{il,ig,...}
=1 +a sonst

Wihle € > 0, so dass, falls X; ¢ X;, UA&;,U- - -, dass dann der Vorschlag des Vorschlagskerns
() mit Wahrscheinlichkeit von mindestens € in &;, U X;, U --- liegt. Fiir grof§ genuge K
wird dieser Vorschlag dann immer akzeptiert (analog zu Vorgehen auf Seite [32). Genauso
konnen wir auch die Wahrscheinlichkeit 7, dass wir X;, U&j, U- - - wieder verlassen, so klein
machen wie wir wollen (siehe ebenfalls Lemma . Wie im voherigen Kapitel kénnen
wir U; dann wieder durch eine Markov-Kette [7t abschétzen. Auflerhalb von X;, UA;, U---

nimmt (U;) dann im Mittel ab, ebenso (Zt(j l’“)) Das wiederum widerspricht der Annahme
(3.19). Somit gilt fiir alle 4, dass p; = ® (1) ist. O
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4 Anwendung auf Optimierungsprobleme
und Ausblick

Wie bereits in Kapitel [2| erwihnt, ist der Wang-Landau-Algorithmus eher aus der Not
heraus in der statistischen Physik entwickelt worden. Allerdings ist das gleichverteilte Si-
mulieren komplexer Verteilungen auch in anderen Bereichen der angewandten Mathematik
von Noéten. In [6] wird der Algorithmus auf verschiedene (diskrete) Optimierungsprobleme
angewandt. Darunter sind beschrinkte Parameter-Optimierungsprobleme, aber auch das
Problem des Handlungsreisenden.

In diesem Kapitel wollen wir zunéchst erkldutern, warum sich der Wang-Landau-Algo-
rithmus gut auf diese Probleme anwenden lésst. Dann versuchen wir festzustellen, welche
theoretischen Erkenntnisse wie verallgemeinert werden miissten, um auf iibliche Optimie-
rungsprobleme anwendbar zu sein. Und schliellich stellen wir unsere Ergebnisse einer
Anwendung auf ein konkretes Optimierungsproblem (dem Rucksackproblem) vor.

4.1 Optimierungsprobleme und gleichmaBiges Generieren von
Stichproben

Wir definieren zunéchst die Art von Problemen, die wir betrachten wollen.

Definition 4.1.1. FEin beschrdinktes Optimierungsproblem (engl. constraint optimi-
zation problem) auf einem Zustandsraum Q besteht aus

e ciner zu minierenden/mazimierenden Kostenfunktion E : Q — R
o Nebenbedingungen, so dass fir zuldssige Losungen x € Q gilt:

gi(x) <0, i=1,...,q
hi(x)=0, i=q+1,...,m

Bemerkung: Fs gibt verschiedene Abstufungen ber die Komplezitit des Problems, je
nachdem, ob die Funktionen g;, h; linear, nichtlinear, stetig oder nicht stetig sind. Prinzi-
piell lassen wir aber alle sinnvollen Funktionen g;, h; zu.

Fiir viele relevante Konstenfunktion und Nebenbedingungen ist ein solches Problem
NP-vollstéandig und somit deterministisch nicht effizient zu 16sen. Deshalb geht man auch
hier oft zu randomisierten Approximationen iiber, insbesondere auch MCMC-Verfahren.
In folgendem Beispiel wird das Rucksackproblem erldutert.

Beipiel 4.1.2 (Rucksackproblem). Sei eine endliche Menge U von N Objekten gegeben.
Ordne jedem Element ein Gewicht w : U — R und einen Wertv : U — R zu. Sei aufSerdem
eine Schranke B € R gegeben. Gesucht ist K C U, so dass

Z w(u) < B und H(u) := Z v(u) mazimal

ueK ueK

(U,w,v, B) nennen wir eine Instanz des Rucksackproblems. Nun konstruieren wir eine
Markov-Kette auf dem Raum der zulissingen K C U. Definiere Z\t) = (zy), . ,z](\i)) €
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4.2 Weiterfiihrende Ideen und FPRAS

{0, 1}V mit
zi = 1< packe i-tes Objekt in Rucksack

Definiere einen Schritt t — t + 1 der Markov-Kette wie folgt:

1. Wihle I ~Unif([1:d])
2. Setze Z = (zy), cey z?_)l, 1-— z}t),zg)_l, . ,z](\t,))
3. Falls Z giiltige Lisung ist, setze ZUHY) = Z, sonst setze 2D = Z(1)

Iteriert man die definierte Markov-Kette und merkt sich jeweils den aktuell mazimalen
Wert eines zulissigen Rucksacks, erhdlt man einen stochastischen Approximationsalgor-
tihmus, ein MCMC-Verfahren.

Analog zum Ising-Modell in der statischen Physik, kann man mit einem solchen Ver-
fahren zwar auf lange Sicht die optimale Losung finden, die Varianz des Schétzers, bzw.
die Laufzeit sind aber wahrscheinlich sehr hoch. Anschaulich lésst sich diese Tatsache fol-
gendermaflen veranschaulichen. Befindet sich die Markov-Kette gerade in einem Zustand,
bei dem viele, leichte und giinstige Objekt mit in den Rucksack gepackt werden, kénnen
andere schwere Objekte nicht mehr dazugepackt werden, ohne das Maximalgewicht zu
iiberschreiten. Dabei kénnte eventuell gerade ein solcher Rucksack, der wenige schwere
Objekte beinhaltet den Wert maximieren, und umgekehrt. Die Wahrscheinlichkeit in ei-
nem, eventuell minder guten Pfad zu bleiben sind sehr hoch. Mit anderen Worten: Wenn
ich mich einmal schon auf eine Menge von gewissen Objekten in meinem Rucksack fest-
gelegt habe, wird es exponentiell unwahrscheinlich, das Maximum, welches vielleicht in
einem ganz anderen Pfad liegt, zu finden.

Um diese Hindernisse zu iiberwinden und eine (Markov-)Kette gleichméfig auf dem
Wertebereich des Rucksacks laufen zu lassen, eignet sich der Wang-Landau-Algorithmus
und andere adaptive Verfahren. Die Funktion H(z) dient dazu als , Energiefunktion®. Wir
teilen den moglichen Wertebereich des Rucksacks in Bereiche auf und benutzen den Wang-
Landau-Algorithmus zum generieren der Stichproben. Der Algorithmus wird versuchen
alle Bereiche gleich oft zu besuchen und damit auch die Bereiche mit extremen Werten
zumindest héufiger besuchen, als die ,,normale“ Markov-Kette. Somit kénnen wir hoffen
den optimalen Rucksack schneller zu finden.

Als Nebenprodukt erhilt man zudem eine Niherung der Zustandsdichte des Problems.
Sie eignet sich um mehr iiber die Natur des Problems zu lernen und zum Beispiel seine
genetischen Algorithmen dementsprechend anzupassen. (siehe [11]).

4.2 Weiterfithrende Ideen und FPRAS

Im Folgenden sollen noch einige Ideen fiir die Zukunft vorgeschlagen werden. Diese ent-
stammen vom Autor der Arbeit und keiner Sekundérquelle. Sie sind nur als grundsétzliche
Uberlegungen und keinesfalls als Fakten gedacht.

Wir definieren zunéchst eine besondere Klasse von randomisierten Approximationsalgor-
tihmen.

Definition 4.2.1. Seien ¢, > 0 gegeben, dann heifit eine Zufallsvariable Y € H(S) eine
(,0)-Approximation einer Konstanten C, falls

Py — C| >eC] < 6
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4 Anwendung auf Optimierungsprobleme und Ausblick

Definition 4.2.2. Ein Algoritmus ist ein fully polynomial randomized approrima-
tion scheme (FPRAS) fiir H, falls er fiir jedes Tripel (¢,d,x) mite,0 > 0 eine (e,9)-
Approximation Y von H(x) zuriickgibt und der Algorithmus polynomielle Laufzeit in 1/e,
log(1/0) und |x| hat.

Aufgrund der Natur des Wang-Landau-Algorithmus als gleichméfig simulierender Al-
gorithmus, besteht nun eventuell die Hoffnung, in Zukunft mit Hilfe des Algorithmus
FPRAS fiir eine groflere Menge von Problemen zu konstruieren. Da die Gewichte des
Wang-Landau-Algorithmus gegen die tatséichlichen Trefferwahrscheinlichkeiten der Berei-
che konvergieren, verhélt sich der Algorithmus nach einiger Zeit &hnlich wie das Multicano-
nical sampling, welches in Kapitel angedeutet wurde. Bei diesem Verfahren verwen-
det man allerdings einfach eine Markov-Kette mit Metropolis-Hastings-Ubergangskern.
Fiir Markov-Ketten mit exponentiellen Zustandsraum kann gezeigt werden, dass sie sich
exponentiell schnell ihrer stationdren Verteilung annéhern - relativ zur Eingabegrofe (sie-
he [17]). Es ist also nicht vollig abwegig, dies auch fiir eine WL-Kette zu vermuten.
Wenn aber die stationére Verteilung, wie in unserem Fall, ein gleichméfliges Besuchen
der Energie-/Konstenniveaus bedeutet, konnen wir darauf hoffen auch bestimmte extre-
me Konstenwerte haufig zu erreichen.

Formaler gilt: Sei €2 ein endlicher Zustandsraum mit log|Q2| = O(n) fiir eine Eingabe-
grofie n. Sei H : Q — R eine Kosten-/Nutzen-/Energiefunktion. Dann gilt |H(Q2)| < |€].
Es kann also maximal so viele Energieniveaus geben, wie urspriingliche Zustédnde. Sei
nun ein Prozess gleichverteilt auf dem Bild von H: X; ~ Unif(H(2)). Sei das Opti-
mum, also die Losung des Optimierungsproblems, gegeben durch h* = max,cq H(x) bzw
h* = mingeq H(z). Sei T* = inf{t > 0|X; = h*}. Die Wartezeit bis (X;) das Optimum
zum ersten Mal trifft ist dann geometrisch verteilt, also T' ~ Geo(p), wobei p = m
Mit exponentieller Konvergenz der Kette gegen die stationdre Verteilung und exponentiell
abfallender Wahrscheinlichkeit fiir hohe Wartezeiten (aufgrund der geometrischen Vertei-
lung) liefert der WL-Algorithmus dann eventuell tatséchlich eine (e, §)-Approximation in
polynomieller Zeit beziiglich der Eingabegrofe.

Wie bei vielen interessanten Aussagen basieren solche Vermutungen allerdings auf schnel-
len Mischzeiten der WL-Kette, fiir die es zur Zeit noch keine allgemeingiiltigen, theore-
tischen Beweise gibt. Fiir stark vereinfachte Beispiele (siche |9, Kapitel 4]) lassen sich
solche Aussagen allerdings zeigen. Zudem miissten einige Annahmen abgeschwicht wer-
den, da z.B. viele niitzliche Vorschlagskerne nicht fiir jedes Zustandspaar positive, nach
unten beschrénkte Wahrscheinlichkeiten haben (siche (A2*) und (A3)).

4.3 Anwendung auf das Rucksackproblem

Im Zuge dieser Arbeit wurde der Wang-Landau-Algorithmus auf besagtes Rucksackpro-
blem aus Beispiel angewandt. Dabei werden nur die Ergebnisse fiir die einfache
Markov-Kette aus Beispiel und die WL-Kette verglichen. Eigentlich miissten natiir-
lich bessere Verfahren wie Simulated Annealing oder Genetische Algorithmen als Vergleich
herangezogen werden, aber es sollten nur ganz allgemeinen die Vorteile des WL-Verfahrens
veranschaulicht werden. Auf den Abbildungen der néchsten Seiten finden sich die Verlaufe
beider Ketten. Zudem wurde jeweils die Zustandsdichte bestimmt und visualiert. Der
Quellcode des Programms [C++] ist unter [1] zu finden.
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4.3 Anwendung auf das Rucksackproblem

12000

Normale Markoy-Kette +
Wang-Landau-MC X

10000

8000

6000

Wert des Rucksacks

4000

2000

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Zeit (in Schritten)

Abbildung 4.1: Verlauf der Rucksackwerte von (1) der in Beispiel beschriebenen
MK (2) einer Wang-Landau-MC. Es ist deutlich am stérkeren Ausschlag
zu erkennen, dass der WL-Algorithmus den Zustandsraum gleichm#fliger
ablauft. Die Gewichte wurden uniform aus [0,200] gewéhlt, die Werte aus
[0,100] und das maximale Gewicht B = 10000.

350000 T T
(DOS)vonRuck mit 1000 Items nach 10”7 Schritten
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250000

200000
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0 L ! ! ! !
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Moegliche Werte des Rucksacks

Abbildung 4.2: Zustandsdichte (DOS) eines Rucksacks mit 1000 Objekten. Der Verlauf
ist typisch fiir diese Art von beschrinkten Optimierungsproblemen (vgl.
Abbildungen in [@)
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4 Anwendung auf Optimierungsprobleme und Ausblick

1600

T T
Normale Markov-Kette — +
Wang-Landau-MC X
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
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Abbildung 4.3: Verlauf der Werte fiir einen Rucksack mit 100 Objekten. Es wird besonders
gut deutlich, dass die Stichproben innerhalb eines Bereich beziiglich 7 ver-
teilt sind. Fiir hohe/tiefe Bereiche liegen die Werte eher am unteren/oberen
Rand der Bereiche. Die Gewichte wurden w(i), v(i) ~ Unif[0, 100] gew&hlt

und das maximale Gewicht B = 100.
300 T T T T

T T T
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Abbildung 4.4: Zustandsdichte (DOS) eines Rucksacks mit 100 Objekten. Sowohl Werte
als auch Gewichte wurden uniform aus [0, 100] gew#hlt und das maximale
Gewicht B = 100.
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