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1 Einführung und Motivation

1.1 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit beschäftigt sich mit dem Wang-Landau Algorithmus, einem adaptiven Mar-
kov chain Monte Carlo (MCMC)-Verfahren zum Generieren von Stichproben multimo-
daler Verteilungen. Im ersten Teil der Arbeit führen wir in die Problemstellung und die
Notation ein. Im zweiten Teil definieren wir dann formal den Wang-Landau Algorithmus
in zwei verschiedenen Varianten. Im dritten Teil der Arbeit beweisen wir Konvergenz-
Eigenschaften des Algorithmus und im letzten Teil geben wir noch Anregungen, wie sich
der Algorithmus neben physikalischen Problemen auch auf (diskrete) Optimierungspro-
bleme anwenden lässt und welche Erkenntnisse sich daraus schließen lassen.

1.2 Problemstellung

In vielen praktischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie müssen früher oder
später Wahrscheinlichkeiten oder Erwartungswerte über komplexen Verteilungen bestimmt
werden. Besonders bei hochdimensionalen Verteilungen stößt man schnell an die Grenzen
analytischer Berechenbarkeit.

Beipiel 1.2.1 (Einfaches Ising-Modell). Sei

(Ω,P(Ω),Pβ)

ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ω = {0, 1}N für ein N ∈ N. Ein x ∈ Ω heiße ”Konfigu-
ration“ des Modells. Sei zudem eine Energiefunktion H : Ω → [Γmin,Γmax] gegeben und
sei

pβ(x) =
1

Cβ
e−βH(x), x ∈ Ω

die Massenfunktion von Pβ mit dem Normierungsfaktor Cβ =
∑

x∈Ω e
−βH(x).1 Sei nun

f : Ω → R eine Größe, die von der Konfiguration abhängt. Interessant sein könnten z.B.
der Zustand eines einzelnen Spins xi

f(x) = f((x1, . . . xN )) := xi

oder schlicht die Energie der Konfiguration

f(x) = f((x1, . . . xN )) := H(x)

Um nun den Erwartungswert

E(f) =

∫
Ω
f(x)dPβ(x) =

∫
Ω
f(x)p(x)dx

zu bestimmen, muss man offensichtlich in N Dimensionen integrieren. Für große N wird
dies analytisch geradezu unmöglich.

1β ist hierbei meist die inverse Temperatur des Systems multipliziert mit der Boltzmann-Konstante.
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1 Einführung und Motivation

Stattdessen haben sich, so genannte Monte-Carlo-Verfahren als praktikable Möglich-
keit erwiesen. Dabei generiert man unabhängige Stichproben der Verteilung, wertet die zu
ermittelnde Größe für diese aus und bestimmt dann durch Bildung des Mittelwerts einen
Approximationwert. Nach dem starken Gesetz der großen Zahlen sollte sich dieser, bei
genügend vielen Iterationen, fast sicher dem wahren Wert annähern.

Definition 1.2.2. Sei µ : A → [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,A) und sei eine
Folge (Xn)n∈N von unabhängig, identisch verteilten Stichproben gegeben, so dass für alle
i ∈ N gilt Xi ∼ µ. Sei f : Ω→ R eine messbare, integrierbare Funktion. Dann nennen wir

〈f〉n =
1

n

n∑
i=1

f(Xi)

einen Monte-Carlo-Schätzer für Eµ [f(x)].

Die Kunst liegt nun im
”
geschickten“ Generieren der Stichproben.

1.3 MCMC Verfahren

Wir führen zunächst einige Begriffe und Notationen für Markov-Ketten ein.

Definition 1.3.1. Sei (S,S) ein Messraum. Eine Abbildung P : S × S → [0, 1] heißt
stochastischer Kern, oder im Folgenden Übergangskern, falls gilt:

1. Für jedes x ∈ S ist P (x, ·) ein Wahrscheinlichkeitsmaß

2. Für jedes A ∈ S ist P (·, A) S-messbar

Mit einem kleinen
”

Missbrauch“ der Notation schreiben wir auch P (x, y) für P (x, {y})
bzw. P (x, dy) für den Fall, dass das Maß P (x, ·) absolut stetig bezüglich einem Referenzmaß
ist.

Definition 1.3.2. Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S,S) ein Messraum.
Eine zeitdiskrete Folge von Zufallsvariable (Xi : Ω → S)i∈N heißt (zeitlich-)homogene
Markov-Kette (MK) wenn sie für alle i ∈ N die Markov-Eigenschaft

∀A ∈ S : P[Xi+1 ∈ A|Xi, Xi−1, . . . , X1] = P (Xi, A)

erfüllt. Dabei ist P ein stochastischer Kern auf (S,S).

Eine Markov-Kette ist also ein Prozess, bei dem der Folgezustand jeweils nur vom
direkten Vorgänger abhängt und nicht von den anderen voherigen.

Definition 1.3.3. Sei (Xi)i∈N eine Markov-Kette auf (S,S) mit Übergangskern P . Dann
ist ein Gleichgewicht bzw. eine stationäre Verteilung ein Wahrscheinlichkeitsmaß Q
auf (S,S) mit

∀A ∈ S :

∫
S
P (x,A)Q(dx) = Q(A)

Ein gutes Kriterium für die Existenz einer stationären Verteilung ist die Detailed-
Balance-Bedingung.

Satz 1.3.4 (ohne Beweis). Sei P der Übergangskern einer Markov-Kette. Falls π : S →
[0, 1] die Detailed-Balance-Bedingung

π(x)p(x, y) = π(y)p(y, x) für alle x, y ∈ S

erfüllt, ist π die Dichte/Massenfunktion einer stationäre Verteilung der Markov-Kette.
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1.3 MCMC Verfahren

Bemerkung: Die Eindeutigkeit der stationären Verteilung wird durch die Detailed-Bal-
ance-Bedingung nicht gewährleistet.

Bemerkung: In den Folgenden Kapitel werden wir nur noch von Dichten sprechen, auch
wenn es sich eigentlich um Massenfunktionen auf einem diskreten Zustandsraum handelt.
Die Beweise verlaufen dann analog.

Eine Möglichkeit die Stichproben zu generieren ist nun die Konstruktion einer Markov-
Kette, welche die gewünschte Verteilung π als stationäre Verteilung hat. Iterieren wir die
konstruierte Markov-Kette dann einige Schritte (die so genannte burn-in-time) können wir
danach davon ausgehen, dass die Stichproben der zukünftigen Iterationen unabhängig vom
Startwert und nach π verteilt sind. Die Konstruktion einer solche Kette ist verhältnismäßig
leicht.

1.3.1 Metropolis-Hastings-Algorithmus

Eines der bekanntesten MCMC-Verfahren ist der Metropolis-Hastings-Algorithmus. Hier-
bei generieren wir jeweils einen Vorschlag für den Folgezustand bezüglich eines Vorschlags-
kerns Q und akzeptieren diesen dann mit einer Wahrscheinlichkeit A, so dass sich gerade
π als stationäre Verteilung ergibt.

Algorithm 1 Metropolis-Hastings-Algoritmus

1: Wähle Startzustand X0 ∈ X
2: while Abbruchkriterium nicht erreicht do
3: Wähle Folgezustand Y bzgl. Q(Xt, ·)
4: Akzeptiere Xt+1 = Y mit Wahrscheinlichkeit A(Xt, Y ), ansonsten setze Xt+1 = Xt

5: end while

Als Abbruchkriterium wird üblicherweise eine Anzahl von Stichproben gewählt. Zudem
verwendet man, wie oben schon erwähnt, meist nur die (Xi) nach der burn-in-time, also
mit i > b für ein festes b. Eine geeignete Wahl von A lässt sich aus der Detailed-Balance-
Bedingung herleiten. Wir zerlegen den Übergangskern in Vorschlags- und Akzeptierungs-
schritt

P (x, y) = Q(x, y)A(x, y).

Dann ergibt sich aus der Detailed-Balance-Bedingung mit der Dichte der gewünschten
stationären Verteilung π

π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x)⇔ P (x, y)

P (y, x)
=
π(y)

π(x)
⇔ Q(x, y)A(x, y)

Q(y, x)A(y, x)
=
π(y)

π(x)

⇔ A(x, y)

A(y, x)
=
π(y)Q(y, x)

π(x)Q(x, y)
.

Somit bietet sich A(x, y) := min
{

1, π(y)Q(y,x)
π(x)Q(x,y)

}
als Wahl an. Es ergibt sich folgende

Definition 1.3.5 (Metropolis-Hastings-Kern). Sei (Ω,P(Ω),Pβ) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und π die Dichte einer Zielverteilung, so dass deren Wert an jeder Stelle berechnet
werden kann. Sei außerdem Q ein Vorschlagskern, dann ist der Metropolis-Hastings-
Kern (MH) P definiert durch

∀x, y ∈ Ω P (x, y) := Q(x, y)A(x, y) + δx(y)(1− r(x)),

wobei A := min
{

1, π(y)Q(y,x)
π(x)Q(x,y)

}
, δ das Dirac-Delta ist, und der normierende Summand r(x)

definiert ist durch:

r(x) :=

∫
Ω
A(x, y)Q(x, y)dy.
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1 Einführung und Motivation

1.3.2 Probleme mit Hastings

Obwohl sich mit dem Metropolis-Hastings-Algorithmus prinzipiell die meisten Verteilun-
gen (insbesondere auch auf stetigen Zustandsräumen) simulieren lassen, eignet er sich in
vielen Fällen nicht besonders gut um die Stichproben für ein Monte-Carlo-Verfahren zu
generieren. Betrachtet man das Ising-Modell aus Beispiel 1.2.1, fällt auf, dass die Ver-
teilungsfunktion für niedrige Temperaturen im Wesentlichen bimodal ist. Es gibt zwei
(meta-)stabile Phasen.

Definition 1.3.6. Eine Verteilung

• heißt unimodal, wenn ihre Dichte/Massenfunktion nur ein Maximum hat

• heißt bimodal, wenn ihre Dichte/Massenfunktion zwei Maxima hat

• heißt multimodal, wenn ihre Dichte/Massenfunktion mehr als zwei, bzw. viele Ma-
xima hat

-1 1

Abbildung 1.1: Skizze. Bimodale Verteilungen beim Ising-Modell. Die Verläufe mit zwei
sehr deutlichen Extrema entsprechen niedrigen Temperaturen im Modell.
Mit Steigerung der Temperatur wird das System eher chaotisch/zufällig
und es gibt nur noch ein Extremum.

Für die Markov-Kette mit (MH)-Übergangskern bedeutet das, dass die Folge (Xn)n sich
nach einiger Zeit wahrscheinlich in einem der Zustände mit maximaler Wahrscheinlichkeit
befindet und nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit noch einmal das andere Maximum
erreicht. Damit ein Monte-Carlo-Schätzer eine gute Approximation liefert, sollten aber
möglichst alle relevanten Zustände einmal besucht werden. Kann das Generieren der Stich-
proben dies nicht garantieren, z.B. weil die (MH)-Markov-Kette in einzelnen Zuständen

”
hängen bleibt“, hat der Schätzer eine hohe Varianz und es müssen sehr viele Iterationen

erzeugt werden, damit man ein brauchbares Ergebnis erhält.

Beim Simulieren des Ising-Modells wird dieses Problems besonders deutlich. Da die
Wahrscheinlichkeit einer Konfiguration exponentiell von ihrer Energie abhängt, wird es
somit auch exponentiell unwahrscheinlicher wird von einer stabilen Konfiguration (also
einer mit hohen Wahrscheinlichkeit) in eine anderen zu wechseln (Phasenübergang).
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1.4 Importance Sampling und Adaptive Verfahren

1.4 Importance Sampling und Adaptive Verfahren

1.4.1 Importance Sampling bezüglich der Zustandsdichte

Eine Möglichkeit die Probleme zu lösen ist das Multicanonical Sampling. Wir wollen das
Verfahren anhand des Beispiels 1.2.1 demonstrieren.
Die Idee ist hierbei eine Art Importance Sampling durchzuführen, so dass die Wahrschein-
lichkeit einen Zustand zu generieren gerade dem Inversen seiner Wahrscheinlichkeit im
Bildmaß entsprechen. Das bedeutet für unser Bespiel, dass die Stichproben bezüglich der
Dichte/Massenfunktion

p(x) =
1

ρ(H(x))

verteilt sein sollen. Dabei ist die Zustandsdichte ρ gegeben durch ρ(γ) := P ◦ H−1(γ).
Dann wird offensichtlich jedes Energieniveau mit gleicher Wahrscheinlichkeit besucht.

Theoretisch scheint es also leicht, gleichmäßig zu simulieren, falls wir die Zustands-
dichte, also die Masse auf den einzelnen Energieniveaus kennen. Allerdings setzt gerade
das ein hohes Verständnis für das zugrundliegende Problem voraus. Die Zustandsdichte
enthält nämlich eigentlich schon sehr viele Informationen für das zugrundeliegenden Pro-
blem und soll in einigen Anwendungen gerade bestimmt werden. Im Ising-Modell bespiels-
weise hängt die Zustandsdichte offensichtlich von der gewählten Temperaturkonstante β
ab. Somit müsste für jedes β eine neue Schätzung für die Zustandsdichte gemacht wer-
den. Zwar kann man für einige Anwendungen die Zustandsdichte durch Erfahrungen und
Experimente ungefähr schätzen, dies unterliegt aber großen Schwankungen und ist auf
Dauer eine unbefriedigende Lösung. Stattdessen hätten wir gerne ein Verfahren das sich
von selber anpasst.

1.4.2 Adaptive Verfahren

Um genannte Probleme zu lösen geht man zu sogennanten adaptiven (MCMC-)Verfahren
über. Dabei passt man den Übergangskern in jedem Schritt ein wenig an, so dass der Zu-
standsraum gleichmäßiger durchlaufen wird. Dabei

”
lernt“ die MK im Laufe der Zeit bes-

sere Parameter und verbessert somit ihre Eigenschaften. Andererseits ist der entstehende
Prozess (Xn)n dann meist keine Markov-Kette mehr, weil die Parameteranpassungen indi-
rekt vom gesamten voherigen Verlauf abhängen. Neben dem Wang-Landau-Algorithmus,
den wir im nächsten Kapitel kennen lernen werden, gibt es eine Vielzahl von adaptiven
Verfahren. Einige werden im Folgenden angerissen.

Parallel Tempering

Beim Parallel Tempering startet man mehrere Markov-Ketten mit unterschiedlichen Tem-
peraturen T1 < · · · < TM . Die Ketten bei hohen Temperaturen überspringen viel wahr-
scheinlicher größere Energie-Hindernisse (laufen eher den ganzen Zustandsraum ab), wo-
hingegen die Ketten mit niedriger Temperatur eher in lokalen Energieminima

”
hängen“

bleiben. Beim Parallel Tempering lässt man die Ketten deshalb mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit untereinander Konfigurationen austauschen, so dass z.b. auch Ketten mit
niedriger Temperatur von Zeit zu Zeit zu ganz anderen Zuständen gelangen. Für eine
genauere Beschreibung siehe [7, Kapitel 1].

Equi-Energy-Sampler

Beim Generieren von Stichproben mittels des Equi-Energy-Samplers wird der Energieraum
in einzelne Levels H0 < · · · < HK+1 = ∞ aufgeteilt. Mit jedem Level wird ebenfalls
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1 Einführung und Motivation

eine zugehörige Temperatur assoziert: 1 = T0 < · · · < TK . Dann setzen wir hi(x) =
1
Ti

(H(x) ∨ Hi) und erzeugen dann für jedes Level eine eigene Markov-Kette bezüglich

der stationären Verteilung πi(x) ∝ e−hi(x). Unter bestimmten Vorraussetzungen lassen
wir dann, wie beim Parallel Tempering, Sprünge zwischen benachbarten Ketten zu und
erreichen somit ein gleichmäßigeres Durchlaufen des Zustandsraums. Der Algorithmus wird
in [15, Kapitel 3] vorgestellt.

Simulated Annealing

Beim Simulated Annealing startet man zuerst mit einer Markov-Kette mit hoher Tempe-
ratur und kühlt diese dann im Laufe de Zeit ab. So kann man zunächst noch sehr große
Energiehürden überspringen und mit der Zeit immer weniger, bis sich der Prozess stabili-
siert. Das Verfahren gilt als Grundlage für sehr viele andere adaptive Verfahren, bei denen
eine

”
Temperatur“ im Laufe der Zeit abgesenkt wird, damit ein Algorithmus konvergiert.
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2 Der Wang-Landau Algorithmus

Einen neuen Lösungsansatz für die oben genannten Probleme stellten Fugao Wang und
David P. Landau 2001 in [18] vor. Das Verfahren ist seither als Wang-Landau-Algorithmus
bekannt und wird in vielen praktischen Anwendungen, zumeist in der statistischen Physik
erfolgreich einsetzt. Allerdings basieren viele Erkenntnisse noch auf praktischen Erfahrun-
gen und wurden noch nicht in der Theorie bewiesen.

2.1 Notation und gewünschtes Verhalten

Wir übernehmen im Wesentlichen die Notation aus [12]. Sei im Folgenden (X ,A, µ) im-
mer ein Wahrscheinlichkeitsraum und π die Wahrscheinlichkeitsdichte, bezogen auf ein
Referenzmaß λ, bezüglich derer wir die Stichproben generieren möchten. Aufgrund der
Definition des Metropolis-Hastings-Kerns muss uns diese nur bis auf einen konstanten
Faktor in jedem x ∈ X bekannt sein. Zudem sei K : X ×X → [0, 1] eben jener Metropolis-
Hastings-Kern mit stationärer Verteilung π. Außerdem sei eine disjunkte Zerlegung von
X in mehrere Bereiche (engl. bins) X1, . . . ,Xd gegeben, also

X =
d⋃
i=1

Xi, disjunkt.

Unser Ziel wird nun sein, unabhängige Stichproben bezüglich π zu generieren, so dass
folgende Forderungen erfüllt sind:

1. Die Stichproben in jedem Bereich sind bezüglich der Einschränkung von π auf diesen
Bereich verteilt

Xk ∼ π|Xi , für alle k ∈ {j | Xj ∈ Xi} (2.1)

2. Jeder Bereich Xi wird auf lange Sicht mit einer vorher festgelegten Trefferwahr-
scheinlichkeit Φ(i) besucht

1

t

t∑
n=1

1Xi(Xn)
P−→

t→∞
Φ(i) , i = 1, . . . , d (2.2)

Bemerkung: Theoretisch können die gewünschten Trefferwahrscheinlichkeiten

Φ = (Φ(1), . . . ,Φ(d))

zwar beliebig aus (0, 1)d gewählt werden, in der Praxis will man aber meist schlicht alle
Bereiche gleich oft besuchen (Φ(i) = 1

d ∀i).

Definition 2.1.1. Als Zustandsdichte (DOS) Ψ = (Ψ(1), . . . ,Ψ(d)) bezeichnen wir die
tatsächliche Masse auf den einzelnen Bereichen, also

Ψ(i) :=

∫
Xi
π(x)λ(dx)

Bemerkung: Ist die Zustandsdichte bekannt, kann man das einfachere Multicanonical
Sampling anwenden. Da die (DOS) aber bereits viele Informationen über das Problem
enthält, ist sie meist unbekannt, oder soll sogar bestimmt werden.
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2 Der Wang-Landau Algorithmus

2.2 Idee und deterministische Variante des Algorithmus

Der Wang-Landau-Algorithmus basiert auf dem Verfahren des Multicanonical Sampling
und der Idee, die einzelnen Bereiche abhängig von Ψ und Φ unterschiedlich zu gewichten.
Statt aber, wie beim Multicanonical Sampling, die Zustandsdichte schon als im voraus
bekannt vorauszusetzen, führen wir einen Gewichtsvektor θt = (θt(1), . . . , θt(d)) ein, der in
jedem Schritt aktualisiert wird. Er nähert sich dem Verhältnis (Ψ(1)/Φ(1), . . . ,Ψ(d)/Φ(d))
(bis auf eine multiplikative Konstante) und quantifiziert somit, wie stark die einzelnen
Bereiche

”
bestraft“ bzw.

”
begünstigt“ werden sollen, damit auf lange Sicht jeder Bereich

gemäß den gewünschten Trefferwahrscheinlichkeiten besucht wird. Für die modifizierte
Dichte πθ gilt dann

πθ ∝
π(x)

θ(I(x))
,

wobei I : X → {1, . . . , d} eine Funktion ist, die einem x ∈ X den Index des beinhaltenden
Bereichs zuordnet:

I(x) = i⇔ x ∈ Xi.
Mit Pθ bezeichnen wir den Metropolis-Hastings-Kern mit stationärer Verteilung πθ. Zu-

letzt benötigen wir noch eine fallende Folge (γt)t∈N. Die Folge entspricht einer, im Laufe
der Zeit abnehmenden, Temperatur unseres Systems. Das

”
Abkühlen“ des Systems soll die

Konvergenz des Algorithmus garantieren (den Beweis dafür führen wir im Kapitel 3.2).
Eine übliche Wahl ist z.B. γt := t−α mit α ∈ (0.5, 1).

Nun betrachten wir die erste Variante des Algorithmus.

Algorithm 2 Wang-Landau-Algoritmus mit deterministischer Temperaturabnahme

1: Initialisiere Gewichte θ0(i)← 1
d , i = 1, . . . , d

2: Wähle beliebigen Startzustand X0 ∈ X
3: for t=1 to T do
4: Wähle Xt ∼ Pθt−1(Xt−1, ·)
5: θt(i)← Update(θt−1(i), Xt, γκ), i ∈ [1 : d]
6: end for

Der Algorithmus generiert als erstes, wie beim Metropolis-Hastings-Algorithmus, einen
Folgezustand (durch Vorschlags- und Akzeptierungsschritt). Dies tut er allerdings bezüg-
lich der modifizierten Dichte und berücksichtigt somit schon, wie oft die einzelnen Bereich
bereits besucht wurden. Den zweiten Schritt bezeichnen wir als Update der Gewichte. Je
nachdem welcher Bereich getroffen wurde, werden die Gewichte angepasst, z.B. so dass
dieser Bereich in Zukunft weniger wahrscheinlich besucht wird. Auf die genaue Wahl des
Updates gehen wir im Kapitel 2.4 ein.

2.3 Variante mit Flat-Histogramm Kriterium

In ihrem Paper [18] stellten Wang und Landau den Algorithmus allerdings in einer anderen
Version vor, der Variante mit Flat-Histogramm Kriterium. Ihr liegt die Idee zugrunde, dass
sich die Termperatur nur dann verringern soll, wenn wir uns bereits in guter Näherung
zum gewünschten Verhalten befinden.

Definition 2.3.1. Sei Nt(i) die Anzahl der Treffer im Bereich Xi zum Zeitpunkt t, also

Nt(i) :=
t∑

k=1

1Xi(Xk)

10



2.4 Wahl der Updatefunktion

Für eine Schranke c ist dann das Flat-Histogramm-Kriterium (FH) erfüllt, falls

max
i∈{1,...,d}

∣∣∣∣Nt(i)

t
− Φ(i)

∣∣∣∣ < c

Anschaulich ist das (FH) erfüllt, wenn sich die tatsächlichen relativen Häufigkeiten, mit
denen die Bereiche besucht werden, nur wenig von den gewünschten Trefferwahrscheinlich-
keiten unterscheiden. Der Name folgt aus der Tatsache, dass häufig Φ = 1

d gewählt wird
und das Histogramm von Nt dann hinreichend flach sein muss um das (FH)-Kriterium zu
erfüllen. Der Algorithmus verändert sich dann folgendermaßen:

Algorithm 3 Wang-Landau-Algoritmus mit Flat-Histogramm Kriterium

1: Initialisiere Gewichte θ0(i)← 1
d , i = 1, . . . , d

2: Wähle beliebigen Startzustand X0 ∈ X
3: Initialisiere κ, die Anzahl, wie oft das (FH)-Kriterium schon erreicht wurden
4: Initialisiere N0(i) = 0, i = 1, . . . , d
5: for t=1 to T do
6: Wähle Xt ∼ Pθt−1(Xt−1, ·)
7: Aktualisiere Zähler: Nt(i)← Nt−1(i) + 1Xi(Xt), i = 1, . . . , d
8: if (FH) erfüllt then
9: κ← κ+ 1

10: Zurücksetzen des Zählers: Nt(i)← 0, i = 1, . . . , d
11: end if
12: θt(i)← Update(θt−1(i), Xt, γκ), i = 1, . . . , d
13: end for

Es soll noch einmal betont werden, dass die Temperaturabnahme, in dieser Variante
des Algorithmus, davon abhängt, ob und wie oft das (FH)-Kriterium erreicht wird. Die
Konvergenz des Algorithmus folgt deshalb nicht direkt aus der Konvergenz der determi-
nistischen Version und wird separat in Kapitel 3.3 bewiesen.

2.4 Wahl der Updatefunktion

Obwohl die Grundidee des Algorithmus immer die gleiche bleibt, gibt es für die Wahl der
Updatefunktion zahlreiche Ansätze. Dabei ist es für die Eigenschaften des Algorithmus
nicht unerheblich welches Update gewählt wird. Wir werden daher in den Beweisen der
nächsten Kapitel jeweils zunächst festlegen, welche Art von Updates wir benutzen.

Bemerkung: In manchen Varianten des Algorithmus werden statt θn die logarithmierten
Gewichte log θn gespeichert. 1

1siehe z.B. Beschreibung des WL-Algorithmus in [12]
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3 Erkenntnisse über den Wang-Landau
Algorithmus

3.1 Aussagen von Interesse

Wie im voherigen Kapitel bereits erwähnt, wurde der Wang-Landau Algorithmus für die
Simulation von Ising-Modellen in der statistischen Physik erfunden. In der Praxis erweist
sich der Algorithmus als sehr robust und auch anschaulich scheinen - zum Beispiel durch
die abnehmende Adaptionsrate - viele Eigenschaften des Algorithmus gesichert. Es ist
daher nicht verwunderlich, dass bisher nur wenige theoretische Erkenntnisse über den Al-
gorithmus gewonnen wurden. Das breite Anwendungsspektrum, auch in anderen Gebieten
der Mathematik (siehe Kapitel 4), motiviert allerdings auch die genauere theoretische
Betrachtung des Algorithmus. Im folgenden Kapitel werden wir zunächst einige wichtige
Fragestellungen vorschlagen und die Beweise zu zwei von ihnen präsentieren.

Folgende Fragestellungen erscheinen als wichtig.

1. Unter welchen Vorraussetzungen konvergiert bzw. terminiert der Algorithmus?

a) Wird das (FH)-Kriterium immer in endlicher Zeit erreicht?

b) Ist (Xk) ergodisch und gilt ein Gesetz großer Zahlen?

lim
n

E[f(Xn)]
!

=

∫
f(x)π∗(x)λ(dx),

1

n

n∑
k=1

f(Xk)
!→
f.s.

∫
f(x)π∗(x)λ(dx).

c) Erfüllt die tatsächlich erreichte Grenzverteilung die gestellten Anforderungen
(2.1), (2.2)?

d) Was sind die schwächsten Vorraussetzungen unter denen der Algorithmus noch
konvergiert?

2. Wie effizient ist der Algorithmus?

a) Wie schnell nähert sich das Verhalten von (Xt) der stationären Verteilung π∗

(engl. mixing time)?

b) Eignet sich der Algorithmus tatsächlich besser um den gesamten Zustandsraum
zu explorieren, oder bleibt er eher in lokalen Extrema hängen?

Zum Zeitpunkt der Abgabe der Arbeit sind dem Autor keine Arbeiten bekannt, die sich
in einem allgemeinen Kontext mit den Aussagen unter 2. beschäftigen. Offensichtlich sind
allerdings gerade diese Aussagen von Interesse, da in ihnen die verbesserten Eigenschaften
des Algorithmus gegenüber anderen Verfahren formuliert sind. Z.b. in [9] wird aber für ein
sehr einfachen Beispiel die Effizienz bewiesen.
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3.2 Ergodizität für den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit den Punkten unter 1. In Teil 3.2 des Kapitels
geben wir im Wesentlichen den Beweis aus [9] für die Ergodizität von (Xk) wieder. Dabei
benutzen wir aber auch Aussagen aus [5], [16] und [13]. In Teil 3.3 widmen wir uns dann
der Konvergenz der Variante mit Flat-Histogram-Kriterium, indem wir den Beweis aus [12]
nachvollziehen.

3.2 Ergodizität für den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

In diesem Kapitel beweisen wir die fundamentale Eigenschaft, dass die vom Algorithmus
generierte Folge (Xn)n≥0 ergodisch ist und das für sie ein Gesetz großer Zahlen gilt. Es
ist wichtig anzumerken, dass gerade diese Eigenschaften erst die theoretische Grundlage
für die Nutzung des Algorithmus als Importance Sampler schafft. Der folgende Beweis
stammt im Wesentlichen aus [9, Kapitel 3]. Die Notation wurde der von [12] angepasst.
Die zentralen Aussagen diese Kapitels sind Theorem 3.2.2 und Korollar 3.2.3.

3.2.1 Annahmen

Wie bereits in Kapitel 2.4 erwähnt, gibt es viele Wahlmöglichkeiten für die Update-
Funktion. Dieser Beweis bezieht sich auf Versionen des Algorithmus, bei der die Update-
Funktion die Form

θn+1 = θn + γn+1H(Xn+1, θn)

hat, wobei H : X ×Θ→ [−1, 1]d komponentenweise definiert ist durch

Hi(x, θ) = θ(i)(1Xi(x)− θ(I(x))). (3.1)

Dass diese Wahl der Update-Funktion sinnvoll ist, wird deutlich, wenn man die zwei
möglichen Fälle betrachtet. Für Xt ∈ Xi ist die Indikatorfunktion Eins und sofern dann
θ(I(x)) < 1 wird das Gewicht des getroffenen Bereichs erhöht. Falls Xt nicht in Xi liegt, ist
die Indikatorfunktion Null und das Gewicht des entsprechenden Bereichs wird verringert.

Bemerkung: Die Summe der Gewichte θn ergibt immer 1, da induktiv gilt

d∑
i=1

θn+1(i) =
d∑
i=1

θn(i)︸ ︷︷ ︸
=1

+γn

d∑
i=1

Hi(Xn+1, θn) = 1 + γn

d∑
i=1

Hi(x, θ)

= 1 + γn

 d∑
i=1,i 6=I(Xn+1)

θ(i)(1Xi(x)− θ(I(x))) + θ(I(x))(1Xi(x)− θ(I(x)))



= 1 + γn

−θ(I(Xn+1))

d∑
i=1,i 6=I(Xn+1)

θ(i) + θ(I(Xn+1))(1− θ(Xn+1))


IV
= 1 + γn (−θ(I(Xn+1))(1− θ(Xn+1)) + θ(I(Xn+1))(1− θ(Xn+1))) = 1

Die Gewichte sind außerdem positiv, weil nie mehr von einem Gewicht abgezogen wird als
der aktuelle Wert. Somit gilt zu jedem Zeitpunkt θ ∈ (0, 1)d.

Für diese Updatefunktion gilt also

∀n ∈ N : θn ∈ Θ :=

{
(θ(1), . . . , θ(d))

∣∣∣∣∣ 0 < θ(i) < 1, i = 1, . . . , d und
d∑
i=1

θ(i) = 1

}
(3.2)
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3 Erkenntnisse über den Wang-Landau Algorithmus

Da die Gewichte normiert sind, lässt sich für diese Update-Funktion auch das Verhältnis
von π zu πθ genau angeben. Es gilt

πθ =

(
d∑
i=1

Ψ(i)

θ(i)

)−1 d∑
i=1

π(x)

θ(i)
1Xi(x) (3.3)

Zudem werden wir für diesen Beweis der Einfachheit halber annehmen, dass es keine
besondere Gewichtung der Bereiche geben soll, sondern das schlicht alle Bereich gleich oft
besucht werden sollen. Setze also Φ(i) = 1

d für alle i ∈ [1 : d]. Außerdem werden wir noch
folgende Annahmen treffen, auf die in den einzelnen Beweisschritten Bezug genommen
wird.

(A1*) Für die Wahrscheinlichkeitsdichte π gilt

0 < inf
X
π ≤ sup

X
π <∞,

und alle Bereiche haben positives Maß: infi∈[1:d] Ψ(i) > 0.

(A2*) Der Vorschlagskern Q des MH-Kerns Pθ ist symmetrisch und infX 2 Q > 0.

(A3*) Für {γn, n ≥ 1} gilt

a) {γn, n ≥ 1} ist nicht wachsend und limn γn = 0

b)
∑

n γn =∞
c)
∑

n γ
2
n <∞

Bemerkung: Die Bedingung (A3) wird zum Beispiel von γn = γ∗
nα erfüllt, mit 1/2 < α <

1.

3.2.2 Zu beweisende Aussagen

Der größte Teil des Kapitels wird sich mit dem Beweis der fast sicheren Konvergenz der
Gewichte beschäftigen. Folgendes Theorem ist also zu beweisen.

Theorem 3.2.1. Unter Vorraussetzung der Annahmen (A1*), (A2*), (A3*) gilt

P
[

lim
n→+∞

θn = Ψ(i)

]
= 1

Hieraus lassen sich schließlich die Ergodizität und somit ein Gesetz der großen Zahlen
von (Xn) ableiten.

Theorem 3.2.2. Unter den Vorraussetzungen (A1*), (A2*), (A3*) gilt für jede beschränk-
te messbare Funktion f ,

lim
n

E[f(Xn)] =

∫
f(x)πΨ(x)λ(dx), (3.4)

1

n

n∑
k=1

f(Xk)
f.s.→
∫
f(x)πΨ(x)λ(dx). (3.5)

Bemerkung: Nach Definition von πθ (siehe (3.3)) gilt

πΨ =

(
d∑
i=1

Ψ(i)

Ψ(i)

)−1 d∑
i=1

π(x)

Ψ(i)
1Xi(x) =

1

d

d∑
i=1

π(x)

Ψ(i)
1Xi(x).

Wie gewünscht entspricht πΨ also gerade der Verteilung bei der die einzelnen Bereiche
mit dem Inversen ihrer Masse umgewichtet werden und somit alle Bereiche genau gleich
oft besucht werden.
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3.2 Ergodizität für den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

Korollar 3.2.3. Unter den Annahmen (A1*), (A2*), (A3*) gilt für jede beschränkte
messbare Funktion f ,

lim
n
d · E

[
d∑
i=1

θn(i)f(Xn)1X (Xn)

]
=

∫
X
f(x)π(x)λ(dx) (3.6)

In(f) = d
d∑
i=1

θn(i)

(
1

n

n∑
k=1

f(Xk)1Xi(Xk)

)
f.s.→
∫
X
f(x)π(x)λ(dx) (3.7)

Bemerkung: (3.7) stellt einen Monte-Carlo-Schätzer mit
”

Importance Sampling“ dar. Er
hat eine verbesserte Varianz gegenüber dem einfachen Monte-Carlo-Schätzer aus Kapitel
1.

Beweis von Korollar 3.2.3. Wir beweisen zunächst (3.6). Wir zerlegen die linke Seite in
zwei Summanden

E

[
d∑
i=1

θn(i)f(Xn)1Xi(Xn)

]
= E

[
d∑
i=1

(θn(i)−Ψ(i)) f(Xn)1Xi(Xn)

]

+
d∑
i=1

Ψ(i)E [f(Xn)1Xi(Xn)] .

Aus der fast sicheren Konvergenz der Gewichte (Theorem 3.2.1) und dominierter Konver-
genz folgt, dass der erste Summand gegen Null konvergiert. Nach Theorem 3.2.2 gilt

lim
n→∞

d∑
i=1

Ψ(i)E [f(Xn)1Xi(Xn)] =
d∑
i=1

Ψ(i)

∫
Xi
fπΨdλ =

1

d

d∑
i=1

Ψ(i)

∫
Xi
f

π

Ψ(i)
dλ

=
1

d

∫
X
fπdλ.

Nun beweisen wir (3.7). Ebenfalls zerlegen wir

n

d
In(f) =

d∑
i=1

(θn(i)−Ψ(i))
n∑
k=1

f(Xk)1Xi(Xk) +
d∑
i=1

Ψ(i)
n∑
k=1

f(Xk)1Xi(Xk).

Es gilt

1

n

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

(θn(i)−Ψ(i))

n∑
k=1

f(Xk)1Xi(Xk)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
X
|f |

d∑
i=1

|θn(i)−Ψ(i)|,

und die rechte Seite konvergiert fast sicher gegen Null nach Theorem 3.2.1. Nach Theorem
3.2.2 gilt außerdem

1

n

n∑
k=1

f(Xk)1Xi(Xk)
f.s.−→

∫
Xi
fπΨdλ =

1

dΨ(i)

∫
Xi
fπdλ

Das beendet den Beweis.

3.2.3 Fast sichere Konvergenz der Gewichte (Beweis von Theorem 3.2.1)

Wir beweisen zunächst folgendes Hilfslemma.

15



3 Erkenntnisse über den Wang-Landau Algorithmus

Lemma 3.2.4. Es seien die Annahmen (A1*) und (A2*) erfüllt. Dann existiert ein ρ ∈
(0, 1), so dass für alle θ ∈ Θ, für alle x ∈ X und für alle A ∈ A gilt:

Pθ(x,A) ≥ ρ
∫
A
πθ(x)λ(dx) (3.8)

und
sup
θ∈Θ

sup
x∈X
||Pnθ (x, ·)− πθdλ||TV ≤ 2(1− ρ)n (3.9)

Bemerkung: Diese untere Abschätzung der Übergangswahrscheinlichkeit garantiert am
Ende die Irreduzibilität der Markov-Kette.

Beweis. Da Q symmetrisch ist, folgt:

Pθ(x,A) ≥
∫
A
Q(x, y)

(
1 ∧ πθ(y)Q(y, x)

πθ(x)Q(x, y)

)
λ(dy) =

∫
A
Q(x, y)

(
1 ∧ πθ(y)

πθ(x)

)
λ(dy)

≥ infX 2 Q

supX πθ

∫
A
πθ(y)λ(dy)

Benutzen wir, dass θ(i) > 0 und Ψ(i) > 0 gilt, so können wir supX πθ abschätzen

sup
X
πθ =

(
d∑

k=1

Ψk

θ(k)

)−1

sup
X

(
d∑
i=1

π

θ(i)
1Xi

)
≤ sup
X

d∑
i=1

π
θ(i)1Xi

Ψ(i)
θ(i)

≤ supX π

mini∈[1:d] Ψ(i)
.

Zusammen mit infX 2 Q > 0 aus (A2*) gilt somit (3.8), wobei

ρ :=
infX 2 Q×mini∈[1:d] Ψ(i)

supX π
.

(3.9) folgt unter Anwendung von [16, Theorem 16.2.4].

Der Beweis von Theorem 3.2.1 basiert nun auf der Umformulierung des Updates zu einer
Stochastischen Approximation mit Markov’scher Dynamik (engl. stochastic approximation
with markovian dynamics) im Sinne von [5]. In [5] betrachten die Autoren Approximatio-
nen vom Typ

θn+1 = θn + γn+1 [h(θn) + ξn+1] ,

wobei ξn ein stochastischer Störterm ist, und der Rest nicht vom Zufall abhängt. Formu-
lieren wir analog die Update-Funktion um, erhalten wir

θn+1 = θn + γn+1h(θn) + γn+1 (H(Xn+1, θn)− h(θn))︸ ︷︷ ︸
ξn

,

wobei

h(θ) =

∫
X
H(x, θ)πθ(x)λ(dx) (3.10)

das nach πθ gemittelte Inkrement ist und somit nicht von (Xt) abhängt. Wir möchten nun
das folgende Theorem anwenden, das in [5, Theorem 2.3] bewiesen wird. Dazu müssen wir
allerdings zunächst die Existenz einer Lypunov-Funktion vorraussetzen.

(L*) Θ ist eine offene Teilmenge von Rd, h : Θ→ Rd ist stetig und es existiert eine stetig
differenzierbare Funktion V : Θ→ [0,∞), so dass

a) Es existiert ein M0 > 0, so dass

L := {θ ∈ Θ |〈∇V (θ), h(θ)〉 = 0} ⊂ {θ ∈ Θ |V (θ) < M0 }
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3.2 Ergodizität für den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

b) Es existiert ein M1 ∈ (M0,∞], so dass {θ ∈ Θ |V (θ) ≤M } kompakt ist

c) Für alle θ ∈ Θ\L gilt, dass

〈∇V (θ, h(θ)〉 < 0 (3.11)

d) Das Innere vom Abschluss V (L) ist die leere Menge (d.h. es gibt keine inneren
Punkte)

Theorem 3.2.5 (Theorem 2.3 aus [5]). Angenommen es gelten die Vorraussetzungen aus
(L*). Sei K eine kompakte Teilmenge von Θ, so dass L∩K 6= ∅. Sei (γk)k≥1 eine monoton
nicht steigende Folge positiver Zahlen, so dass γ0 < λ0 (λ0 kommt aus einem voherigen
Theorem 2.2 aus [5], für uns bedeutet das einfach

”
klein genug“) und

∞∑
k=1

γk =∞ und lim
k→∞

γk = 0.

Sei (ξn)n≥1 eine Folge in Rd, so dass

lim sup
k→∞

sup
l≥k

∣∣∣∣∣
l∑

i=k

γiξi

∣∣∣∣∣ = 0. (3.12)

Außerdem sei {θk} ⊂ K. Dann gilt

lim sup
k→∞

d(θk,L ∩ K) = 0.

Beweisidee. Der Beweis basiert auf den Eigenschaften von Lyapunov-Funktionen und der
Bedingung, dass der stochastische Störterm ξn mit der Zeit verschwindet (siehe (3.12)).

Lyapunov-Funktionen beschreiben das Feld Θ, indem sie jedem Element eine Art
”
Po-

tential“ zuordnen. Dabei hat der Wert nichts mit der tatsächlichen Energie eines Systems
oder ähnlichem zu tun, vielmehr benutzen wir die Funktion nur als Hilfsmittel. Kann
man nämlich zeigen, dass der Winkel des Inkrements h(θ) zum Gradienten der Lypunov-
Funktion V (θ) immer größer als 90 Grad ist, also in

”
nach innen ins Feld“ läuft (siehe

(3.11)), folgt im Gegenzug, dass sich die Folge (θn)n≥1 im Laufe der Zeit dem Attraktor L
der Lyapunov-Funktion nähert. Dazu muss allerdings auch gewährleistet sein, dass dieser
im Inneren der kompakten Menge liegt (L∩K 6= ∅). Die obige Abbildung veranschaulicht
den Zusammenhang.

Zusammen mit den Vorraussetzungen an die Konvergenz des Störterms (siehe (3.12))
kann man die Konvergenz von (θn) garantieren.

Es gilt nun also die folgenden Vorraussetzungen zu überprüfen:

1. Existenz einer kompakten Teilmenge K ⊂ Θ in der sich θn (fast sicher) befindet

2. Existenz einer Lyapunov-Funktion (wie in (L*))

3. Ist die Vorraussetzung (3.12) erfüllt?
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3 Erkenntnisse über den Wang-Landau Algorithmus

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Konvergenz mittels Lyapunov-Funktion (Quelle:
[4]). In unserem Fall entspricht h(θ) dem Inkrement, also dem dX

dt aus
dem Bild.

Existenz einer kompakten Teilmenge θn ∈ K ⊂ Θ

In den Vorraussetzungen von Theorem 3.2.5 wird die Existenz einer kompakten Teilmenge
von K ⊂ Θ gefordert, so dass (θn)n≥1 ∈ K. Für die fast sichere Konvergenz von θn reicht
allerdings schon die etwas schwächere Bedingung, dass die Folge nur fast sicher in K liegt
(diese Bedingung wird in [9] stillschweigend angenommen). Die Existenz einer solchen
Teilmenge ergibt sich aus folgendem

Satz 3.2.6. Es seinen die Vorraussetzungen (A1*), (A2*) und (A3*a) erfüllt. Dann gilt

P
[
lim sup
n→∞

θn > 0

]
= 1.

wobei

θn := min
j∈[1:d]

θ(j).

Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass (γn) für alle n fal-
lend ist, ansonsten beginne erst bei späterem n. Der Beweis basiert nun auf folgenden
Überlegungen. Ein Gewicht θn(i) kann nur gegen Null konvergieren, falls der zugehörige
Bereich

”
unendlich viel weniger“ besucht wird, als die anderen. Wir versuchen deshalb im

Folgenden zu zeigen, dass dieser Bereich mit kleinsten Gewicht oft genug besucht wird.
Wir definieren dazu den Bereich bzw. Index des kleinsten Gewichts

In := min {i|θn(i) = θn} .

Außerdem definieren wir Stoppzeiten Tk als Rückkehrzeiten zum Bereich mit kleinstem
Gewicht.

T0 = 0

Tk = inf
{
n > Tk−1|Xn ∈ XIn

}
Satz 3.2.6 folgt dann aus folgendem Lemma
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3.2 Ergodizität für den WL-Algorithmus ohne (FH)-Kriterium

Lemma 3.2.7. Unter Annahmen (A1*), (A2*), (A3*a) gilt

P [∀k ∈ N, Tk < +∞] = 1 (3.13)

P
[
lim sup
k→∞

θTk−1 > 0

]
= 1 (3.14)

Beweis. Wir führen zunächst den Beweis für (3.13) per Induktion über k. Für k = 0 gilt
nach Defition P [Tk < +∞] = 1. Wir werden nun eine bestimmte Folge von Stichproben
beschreiben, die für eine Erhöhung des Gewichts θn(ITk) sorgt. Dann zeigen wir, dass die
Folge mit postiver Wahrscheinlichkeit eintritt (siehe Lemma 3.2.8).

Betrachte (θn) zu den Zeitpunkten n = Tk + md. Definiere zunächst eine Umordnung
der Bereiche (·)m : [1 : d] → [1 : d] so dass die Bereiche aufsteigend nach ihrem Gewicht
geordnet sind:

θTk+md((1)m) ≤ θTk+md((2)m) ≤ · · · ≤ θTk+md((d)m)

Es gilt also insbesondere θTk+md((1)m) = θTk+md. Wir möchten jetzt nur die Bereiche
(1)m, . . . , (im)m betrachten, deren Gewicht nah genug am kleinsten Gewicht aller Bereiche
liegt. Genauer definieren wir

im := max

{
i ∈ [1 : d] : θTk+md((i)m) < θTk+md

1 + γ1

1− γ1

}
.

Betrachte nun genau die Folge von Stichproben, welche die Bereiche (i)m, i ≤ im in
absteigender Reihenfolge besucht.

Am :=
{
XTk+md+1 ∈ X(im)m , XTk+md+2 ∈ X(im−1)m , . . . , XTk+md+im ∈ X(1)m

}
Die folgenden Aussagen setzen vorraus, dass Am eintritt. Nach [9, S.21] werden alle Be-
reiche mit großem Gewicht j ≥ im + 1 nicht getroffen und somit auch nicht aktualisiert.
Tatsächlich werden die Gewichte dieser Bereiche aber natürlich auch aktualisiert, nur wer-
den die Bereiche (1)m und (j)m immer mit dem selben Faktor skaliert und somit bleibt
das Verhältnis gleich. Deshalb gilt

θTk+md+im−1((j)m)

θTk+md+im−1((1)m)
=
θTk+md((j)m)

θTk+md((1)m)
≥ 1 + γ1

1− γ1

>
1 + γTk+md+im(1− θTk+md+im−1((1)m))

1− γTk+md+imθTk+md+im−1((1)m)
,

wobei wir die Definition von im und die Tatsache benutzt haben, dass (γn) nach (A3*a)
monoton fallend ist. Unter der Vorraussetzung, dass Am eintritt, gilt für j ∈ [2 : im], weil
alle Bereiche j ∈ [2 : im] genau einmal besucht wurden, dass

θTk+md+im((j)m)

θTk+md+im((1)m)
=
θTk+md((j)m)

θTk+md((1)m)
×

1 +
γTk+md+im+1−j

1−γTk+md+im+1−jθTk+md+im−j((j)m)

1 +
γTk+md+im

1−γTk+md+imθTk+md+im−1((1)m)

,

Falls Am eintritt ist der zweite Faktor auf der rechten Seite größer als 1, weil γTk+md+im ≤
γTk+md+im+1−j , weil (γn) nach (A3*a) fallend ist. Außerdem wird der Bereich X(1)m bis
zum letzten Schritt nicht besucht und somit gilt

θTk+md+im−1((1)m) < θTk+md+im−j((1)m) = θTk+md+im−j((j)m)× θTk+md((1)m)

θTk+md((j)m)

≤ θTk+md+im−j((j)m).
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Folglich hat der (1)m-te Bereich bei Schritt Tk+md+im immer noch das kleinste Gewicht.
Es gilt also ITk+md+im = (1)m falls Am eintritt und insbesondere

Tk+1 ≤ Tk +md+ im ≤ Tk + (m+ 1)d.

Um nun die fast sichere Endlichkeit von Tk+1 zu folgern benutzen wir folgendes technisches
Lemma, welches wir hier nicht beweisen werden. Es besagt im Wesentlichen, dass die Am
tatsächliche positive Wahrscheinlichkeit haben und sich diese sogar von unter abschätzen
lässt. Den Beweis findet man unter [9, Kapitel 5.2.3].

Lemma 3.2.8 (ohne Beweis, Lemma 5.2 aus [9]). Unter den Vorraussetzungen (A1) und
(A2) existiert eine Konstante p ∈ (0, 1], die nicht von k abhängt, so dass fast sicher gilt

∀m ∈ N, P [Am|FTk+md] ≥ p

Aus Lemma 3.2.8 folgt, dass für m ∈ N

P [Tk+1 > Tk + (m+ 1)d] ≤ P [Ac0 ∩Ac1 ∩ · · · ∩Acm]

= E
[
1{Ac0∩Ac1∩···∩Acm−1} (1− P [Am|FTk+md])

]
≤ (1− p)P

[
Ac0 ∩Ac1 ∩ · · · ∩Acm−1

]
,

was induktiv zu P [Tk+1 > Tk + (m+ 1)d] ≤ (1 − p)m+1 führt. Betrachtet man dann den
Limes m→∞ in der letzten Ungleichung beendet das den Beweis für (3.13).

Widmen wir uns nun (3.14). Setze für k ≥ 1

Gk := FTk , Yk := θTk−1.

Für den Beweis beziehen wir uns ebenfalls auf ein technisches Lemma welches in [9, Kapitel
5.2.3] bewiesen wird.

Lemma 3.2.9 (ohne Beweis, Lemma 5.3 aus [9]). Sei v : (0, 1] 3 t 7→ − log(t) ∈ R+.
Unter Vorraussetzungen (A1*), (A2*) und (A3*a) existiert ein k ∈ N und ȳ ∈ (0, 1), so
dass fast sicher

∀k ≥ k, Yk ≤ ȳ ⇒ E [v(Yk+1)|Gk] ≤ v(Yk)

gilt.

Wir definieren Stoppzeiten σm und τm durch σ0 := 0 und für m ≥ 1 durch

τm := inf {k > σm−1 : Yk ≤ ȳ} , σm := inf {k > τm : Yk > ȳ} .

Wir zerlegen den Wahrscheinlichkeitsraum in

{∃m ≥ 0 : σm < +∞ = τm+1} ∪ {∀m ≥ 1, σm < +∞} ∪ {∃m ≥ 1 : τm < +∞ = σm}.

In der ersten und zweiten Menge ist unendlich oft Yk > ȳ, so dass lim supk→∞ Yk ≥ ȳ.
Für die letzte Menge gilt nach Lemma 3.2.9, dass für m ≥ 1 der Prozess (v(Yk∧σm) −
v(Yk∧τm)k≥k ein Gk-Supermartingal ist. Außerdem ist er nicht kleiner als −v(Yτm) ≥
−v(ȳ(1− γ1)), weil v positiv und monoton ist und wegen der Definition von τm. Der Pro-
zess konvergiert für k →∞ also fast sicher gegen einen Grenzwert Vm. Deshalb konvergiert
(Yk)k auf der Menge {∃m ≥ 1 : τm < +∞ = σm} gegen

∑
m≥1 1{τm<+∞=σm}Yτme

−Vm .
Somit gilt also P [lim supk→∞ Yk > 0] = 1.
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3.2.4 Existenz einer Lyapunov-Funktion

Als zweite Vorraussetzung um das Theorem aus [5] anwenden zu können benötigen wir
eine Lyapunov-Funktion. Wir schlagen folgende Funktion V : Θ → R+ als Kandidat für
die Lyapunov-Funktion vor.

V (θ) :=
d∑
i=1

Ψ(i) log

(
Ψ(i)

θ(i)

)
.

Im folgenden Lemma zeigen wir nun, dass V eine Lyapunov-Funktion bezüglich h ist.

Lemma 3.2.10. Unter Vorraussetzung (A1) gilt,

(a) V ist nicht-negativ und stetig differenzierbar auf Θ.

(b) h ist stetig auf Θ und gegeben durch

h(θ) =

(
d∑
i=1

Ψ(i)

θ(i)

)−1

(Ψ− θ)

(c) für alle M > 0 ist {θ ∈ Θ, V (θ) ≤M} eine kompakte Teilmenge von Θ

(d) für alle θ ∈ Θ gilt 〈∇V (θ), h(θ)〉 ≤ 0. Insbesondere gilt

{θ, 〈∇V (θ), h(θ)〉 = 0} = {Ψ}

Beweis. (a) Weil
∑d

i=1 Ψ(i) = 1, gilt mit der Jensen’schen Ungleichung

V (θ) = −
d∑
i=1

Ψ(i) log

(
θ(i)

Ψ(i)

)
Jensen
≥ − log

(
d∑
i=1

θ(i)

)
. = 0

Da V offensichtlich auch stetig differenzierbar ist, gilt somit (a).

(b) Für alle i ∈ [1 : d] gilt mit den Definitionen von H (siehe (3.1)) und h (siehe (3.10))

hi(θ) =

∫
X
Hi(x, θ)πθ(x)λ(dx) = θ(i)

∫
Xi
πθ(x)λ(dx)− θ(i)

d∑
k=1

θ(k)

∫
Xk
πθ(x)λ(dx).

Eigenschaft (b) folgt mit der Definition von πθ (siehe (3.3))

∫
Xk
πθ(x)λ(dx) =

(
d∑
i=1

Ψ(i)

θ(i)

)−1
Ψk

θ(k)

(c) Sei M ′ := M −
∑d

i=1 Ψ(i) log Ψ(i). Nach (A1*) ist π beschränkt und es folt M ′ > M >
0. Mit der Definition von V gilt dann

{V ≤M} =

{
θ ∈ Θ| −

d∑
i=1

Ψ(i) log θ(i) ≤M ′
}
⊆

d⋂
j=1

{θ ∈ Θ|θ(j) ≤ m}

wobei m := exp
(
− M ′

infk Ψk

)
. Folglich existiert für alle M > 0 ein m > 0, so dass

{V ≤M} ⊂
{
θ ∈ Θ

∣∣m ≤ inf
i
θ(i) ≤ sup

i
θ(i) ≤ 1

}
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Mit der Stetigkeit von V folgt somit die Kompaktheit von {V ≤M}.
(d) Mit den Definitionen von h und V rechnen wir nach, dass

〈∇V (θ), h(θ)〉 = −

(
d∑
i=1

Ψ(i)

θ(i)

)−1 d∑
i=1

Ψ(i)

θ(i)
(Psii − θ(i))

= −

(
d∑
i=1

Ψ(i)

θ(i)

)−1 d∑
i=1

(Ψ(i)− θ(i))2

θ(i)
≤ 0,

wobei im letzten Schritt
∑d

i=1(Ψ(i) − θ(i)) =
∑d

i=1 Ψ(i) −
∑d

i=1 θ(i) = 0 benutzt wurde.
Insbesondere folgt, dass das Skalarprodukt nur für θ = Ψ Null ist.

In (L*) wird zudem gefordert, dass Θ offen ist. Dies wird in [9] nicht explizit überprüft,
gilt aber offensichtlich nach der Definition von Θ (siehe (3.2)).

Ist die Vorraussetzung (3.12) erfüllt?

Lemma 3.2.11. Für beliebige θ, θ′ ∈ Θ gilt

‖πθdλ− πθ′dλ‖TV ≤ 2(d− 1)
d∑
i=1

∣∣∣∣1− θ′(i)

θ(i)

∣∣∣∣
Beweis. Nach Definition von πθ gilt

πθ(x) =
d∑
i=1

Ψ(i)
θ(i)∑d

j=1
Ψ(j)
θ(j)

π(x)

Ψ(i)
1Xi(x)

Somit errechnen wir:

‖πθdλ− πθ′dλ‖TV ≤
∑d

j=1

∑d
i=1 Ψ(i)Ψ(j)| 1

θ(i)θ′(j) −
1

θ′(i)θ(j) |∑d
k=1

Ψk
θ(k)

∑d
l=1

Ψl
θ′(l)

=:
Z(θ, θ′)

N(θ, θ′)

Wir schätzen zunächst den Zähler ab

Z(θ, θ′) =
d∑
j=1

d∑
i=1

Ψ(i)Ψ(j)| 1

θ(i)θ′(i)
− 1

θ(i)θ′(i)
|

=
d∑
j=1

∑
i 6=j

Ψ(i)Ψ(j)
|θ′(i)θ(j)− θ(i)θ′(j)
θ(i)θ′(i)θ(j)θ′(j)

≤
d∑
j=1

∑
i 6=j

Ψ(i)Ψ(j)

∣∣∣∣ θ(j)− θ′(j)θ(i)θ(j)θ′(j)

∣∣∣∣+
d∑
j=1

∑
i 6=j

Ψ(i)Ψ(j)

∣∣∣∣ θ(i)− θ′(i)θ(i)θ′(i)θ′(j)

∣∣∣∣
Für den Nenner gilt

∀i, j ∈ [1 : d] N(θ, θ′) =

d∑
k=1

Ψk

θ(k)

d∑
l=1

Ψl

θ′(l)
≥ Ψ(i)Ψ(j)

θ(i)θ′(j)
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Zusammengesetz folgt

‖πθdλ− πθ′dλ‖TV ≤ 2
d∑
j=1

∑
i 6=j

∣∣∣∣θ(j)− θ′(j)θ(j)

∣∣∣∣ ≤ 2(d− 1)
d∑
j=1

|θ(j)− θ′(j)|
θ(j)

und somit gilt die Behauptung.

Lemma 3.2.12. Für alle θ, θ′ ∈ Θ und alle x ∈ X mit πθ(x) ≤ πθ′(x) gilt

‖Pθ(x, ·)− Pθ′(x, ·)‖TV ≤ 2

(
2 sup
i∈[1:d]

∣∣∣∣1− θ(i)

θ′(i)

∣∣∣∣+ sup
i∈[1:d]

∣∣∣∣1− θ′(i)

θ(i)

∣∣∣∣
)

Beweis. Für alle x ∈ Xj und y ∈ Xk gilt nach Definition von πθ

πθ(x)πθ′(y)

πθ(y)πθ′(x)
=
θ(k)

θ(j)

θ′(j)

θ′(k)
,

πθ(x)

πθ′(x)
=
θ′(j)

θ(j)
(3.15)

Da Pθ ein MH-Kern ist, gilt für alle messbaren, beschränkten Funktionen f,

|Pθf(x)− Pθ′f(x)| =
∣∣∣∣∫ Q(x, y)(Aθ(x, y)−Aθ′(x, y))(f(y)− f(x))λ(dy)

∣∣∣∣
≤ 2 sup

X
|f | sup
X 2

|Aθ −Aθ′ |

wobei wegen Symmetrie von Q gilt Aθ(x, y) =
(

1 ∧ πθ(y)
πθ(x)

)
. Im Folgenden betrachten wir

nun alle möglichen Fälle:

1. Fall: πθ(y) ≤ πθ(x) und πθ′(y) ≤ πθ′(x). Dann gilt

|Aθ(x, y)−Aθ′(x, y)| =
∣∣∣∣πθ(y)

πθ(x)
− πθ′(y)

πθ′(x)

∣∣∣∣ ≤ |πθ(y)− πθ′(y)|
πθ(x)

+
|πθ(x)− πθ′(x)|

πθ(x)

≤ |πθ(y)− πθ′(y)|
πθ(y)

+
|πθ(x)− πθ′(x)|

πθ(x)

≤ 2 sup
X

∣∣∣∣1− πθ′

πθ

∣∣∣∣ = 2 sup
i∈[1:d]

∣∣∣∣1− θ(i)

θ′(i)

∣∣∣∣ ,
wobei im letzten Schritt (3.15) benutzt wurde.

2. Fall: πθ(y) ≤ πθ(x) und πθ′(x) ≤ πθ′(y). Da πθ(x) ≤ πθ′(x) ≤ πθ′(y), gilt

|Aθ(x, y)−Aθ′(x, y)| = 1− πθ(y)

πθ(x)
≤ 1− πθ(y)

πθ′(y)
≤ sup
X

∣∣∣∣1− πθ′

πθ

∣∣∣∣ = 2 sup
i∈[1:d]

∣∣∣∣1− θ(i)

θ′(i)

∣∣∣∣
3. Fall: πθ(x) ≤ πθ(y) und πθ′(x) ≤ πθ′(y). Dann gilt |Aθ(x, y)−Aθ′(x, y)| = 0.

4. Fall: πθ(x) ≤ πθ(y) und πθ′(y) ≤ πθ′(x). Erneut mit (3.15) gilt

|Aθ(x, y)−Aθ′(x, y)| = 1− πθ′(y)

πθ′(x)
≤ 1− πθ′(y)

πθ′(x)

πθ(x)

πθ(y)

=
πθ′(x)− πθ(x)

πθ′(x)
+
πθ(x)

πθ′(x)

πθ(y)− πθ′(y)

πθ(y)

≤ sup
i∈[1:d]

∣∣∣∣1− θ′(i)

θ(i)

∣∣∣∣+ sup
i∈[1:d]

∣∣∣∣1− θ(i)

θ′(i)

∣∣∣∣ .
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Folglich gilt die Behauptung.

Aus Lemma 3.2.11 und Lemma 3.2.12 folgt das

Korollar 3.2.13. Unter (A3a*) und (A3c*), existiert eine Konstante C und N ∈ N, so
dass für alle n ≥ 0,

‖πθndλ− πθn+1dλ‖TV ≤ 2d(d− 1)γn+1 (3.16)

und für alle n ≥ N ,
sup
X
‖Pθn(x, ·)− Pθn+1(x, ·)‖TV ≤ Cγn+1

Beweis. (3.16) folgt aus Lemma 3.2.11, (53) und der oberen Schranke |Yn+1(i)| ≤ 1. Mit
Lemma 3.2.12 gilt

‖Pθn(x, ·)− Pθn+1(x, ·)‖TV ≤ 4

(
sup
i

∣∣∣∣1− θn+1(i)

θn(i)

∣∣∣∣+ sup
i

∣∣∣∣1− θn(i)

θn+1(i)

∣∣∣∣)
≤ 4γn+1

(
sup
i
|Yn+1(i)|+ sup

i

|Yn+1(i)|
|1 + γn+1Yn+1(i)|

)
.

Die Behauptung folgt dann aus |Yn+1(i)| ≤ 1 und zum Beispiel 1− γn+1 ≥ 1
2 groß genuge

n.

Lemma 3.2.14. Seien die Annahmen (A1*) und (A2*) erfüllt. Dann existiert für alle
θ ∈ Θ eine Funktion H̄θ, welche die Poisson-Gleichung

H̄θ − PθH̄θ = H(·, θ)− πθ(H(., θ)) = H(·, θ)− h(θ)

erfüllt. Zudem gilt
sup

θ∈Θ,x∈X

∣∣H̄θ(x)
∣∣ <∞,

und es existiert eine Konstante C, so dass für alle θ, θ′ ∈ Θ

sup
X

{∣∣H̄θ − H̄θ′
∣∣+
∣∣PθH̄θ − Pθ′H̄θ′

∣∣} ≤ C |θ − θ′|
infi∈[1:d] {θ(i) ∧ θ′(i)}

gilt.

Bemerkung: Mit
”

Poisson-Gleichungen“ sind Gleichungen im Sinne von [16, (17.37)]
gemeint. H̄θ wird uns später helfen, die Abweichnung des aktuellen Inkrements vom ge-
mittelten Inkrement h(θ) zu kontrollieren. Genauer gesagt, nutzen wir im nächsten Lemma
die Eigenschaft, dass sich H̄θ−PθH̄θ in einen Martigalterm und verschwindende Restterme
zerlegen lässt (siehe auch [16, Theorem 17.4.3].

Beweis. Da supθ∈Θ supx∈X |H(x, θ)| ≤ 1 folgt mit Lemma 3.2.4 die Existenz von H̄θ für
alle θ ∈ Θ. Zudem gilt nach [16, Kapitel 17.4.1]

sup
θ∈Θ

sup
x∈X

∣∣H̄θ(x)
∣∣ ≤ sup

θ∈Θ
sup
x∈X

∑
n≥0

|Pnθ H(·, θ)(x)− πθ(H(·, θ))| ≤ 2

ρ
(3.17)

Aus Lemma 3.2.4 folgt außerdem mit [8, Lemma 4.2], dass eine Konstante C existiert, so
dass für alle θ, θ′ ∈ Θ

sup
X

∣∣PθH̄θ − Pθ′H̄θ′
∣∣+ sup

X

∣∣H̄θ − H̄θ′
∣∣

≤ C
(

sup
X
|H(·, θ)−H(·, θ′)|+ sup

x∈X
‖Pθ(x, ·)− Pθ′(x, ·)‖TV + ‖πθdλ− πθ′dλ‖TV

)
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gilt. Nach Definition von H existiert dann eine Konstante C ′, so dass für alle θ, θ′ ∈ Θ gilt:

sup
X
|H(·, θ)−H(·, θ′)| ≤ C ′|θ − θ′|

Mit Lemma 3.2.11 und Lemma 3.2.12 folgt dann die Behauptung.

Satz 3.2.15. Unter den Vorraussetzungen (A1*), (A2*) und (A3*), gilt

lim sup
k→+∞

sup
l≥k

∣∣∣∣∣
l∑

n=k

γn+1(H(Xn+1, θn)− h(θn))

∣∣∣∣∣ = 0 fast sicher

Beweis. Wir zerlegen das Inkrement in einen Martingalterm und zwei Restterme

H(Xn+1, θn)− h(θn) = H̄θn(Xn+1)− PθnH̄θn(Xn+1) =: Mn+1 +R
(1)
n+1 +R

(2)
n+1,

wobei

Mn+1 = H̄θn(Xn+1)− PθnH̄θn(Xn)

R
(1)
n+1 = PθnH̄θn(Xn)− Pθn+1H̄θn+1(Xn+1)

R
(2)
n+1 = Pθn+1H̄θn+1(Xn+1)− PθnH̄θn(Xn+1)

Da nun (Mn+1)n≥1 ein Martingal ist, gilt mit (A3*c) und (3.17), dass
∑

n γ
2
nE[|Mn|2] <

∞. Somit gilt nach [10, Korollar 2.2] fast sicher lim supk supl≥k

∣∣∣∑l
n=k γn+1Mn+1

∣∣∣ = 0.

Betrachten wir nun
∑l

n=k γnR
(1)
n+1. Ohne das γn wäre der Term eine Teleskopsumme und

mit
”
Abelscher partieller Summation“ (siehe [2]) erhält man dann

l∑
n=k

γnR
(1)
n+1 = γkPθkH̄θk(Xk)− γlPθl+1

H̄θl+1
(Xl+1) +

l∑
n=k+1

(γn − γn−1)PθnH̄θn(Xn)

Mit (3.17) und (A3*a) existiert eine Konstante C, so dass für alle l ≥ k∣∣∣∣∣∣
l∑

j=k

γjR
(1)
j+1

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
sup
j≥k

γj +
l∑

j=k+1

|γj − γj−1|

 ≤ 2Cγk

gilt. Aus (A3*a) folgt dann lim supk supl≥k

∣∣∣∑l
n=k γn+1R

(1)
n+1

∣∣∣ = 0 fast sicher. Betrachten

wir nun
∑l

n=k γnR
(2)
n+1. Lemma 3.2.14, zusammen mit (A2*) impliziert mit den Manipu-

lationen aus Korolar 3.2.13, das eine Konstante C ′′ existiert, so dass für alle j ≥ 0,

sup
X

∣∣Pθj+1H̄θj+1
− PθjH̄θj

∣∣ ≤ C ′′γj+1.

Mit (A3*c) existiert
∑

n γn

∣∣∣R(2)
n

∣∣∣ fast sicher und es folgt:

P

[
lim sup

k
sup
l≥k

∣∣∣∣∣
l∑

n=k

γn+1R
(2)
n+1

∣∣∣∣∣ = 0

]
= 1

Also gilt die Behauptung.

3.2.5 Beweis von Theorem 3.2.2

Wir beweisen zunächst (3.4).
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Beweis von (3.4)

Der Beweis beruht auf [8, Theorem 2.1]. Wir zitieren das

Theorem (ohne Beweis, Theorem 2.1 aus [8]). Es seien folgende Vorraussetzungen erfüllt:

(A1’) Für alle θ ∈ Θ existiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung πθ, so dass πθPθ =
πθ

(A2’) a) Für alle ε > 0 existiert eine nicht-wachsende Folge {rε(n), n ≥ 0} in
N\{0}, so dass

lim sup
n→∞

E
[
‖P rε(n)

θn−rε(n)
(Xn−rε(n), ·)− πθn−rε(n)‖TV

]
≤ ε

b) Für beliebiges ε > 0, limn→∞
∑rε(n)−1

j=0 E
[
DV (θn−rε(n)+j , θn−rε(n))

]
= 0, wobei

DV (θ, θ′) := sup
x∈X

‖Pθ(x, ·)− Pθ′(x, ·)‖
V (x)

(3.18)

und für V ≡ 1 schreiben wir D(θ, θ′).

Dann gilt für jede beschränkte Funktion f mit limn πθn(f) = α f.s. für eine Konstante α,
dass

lim
n→∞

E [f(Xn)] = α

(A1’) aus dem Theorem gilt, weil nach (A2) πθPθ = πθ gilt. Widmen wir uns nun (A2’).

Nach Lemma 3.2.4 können wir rε >
log(ε/2)
log(1−ρ) wählen und erhalten

E
[
‖P rεθn−rε (Xn−rε)− πθn−rεdλ‖TV

]
≤ ε.

Für n → ∞ ist die Folge rε(n) = rε nicht wachsend und somit gilt für rε(n)
n → 0. Nach

Korollar 3.2.13 existiert außerdem eine Konstante C (also unabhängig von ε), so dass

rε−1∑
j=1

E
[

sup
x∈X
‖Pθn−rε+j(x, ·)− Pθn−rε(x, ·)‖TV

]

≤
rε−1∑
j=1

j−1∑
l=0

E
[

sup
x∈X
‖Pθn−rε+l+1(x, ·)− Pθn−rε+l(x, ·)‖TV

]

≤ C
rε−1∑
j=1

j−1∑
l=0

γn−rε+l+1 −→
n→+∞

0

gilt. Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass wir eine endliche Summe haben, in der
jeder Summand gegen Null konvergiert (siehe (A3*a)). Damit sind (A1’) und (A2’) erfüllt.
Aus der fast sicheren Konvergenz der Gewichte aus Theorem 3.2.1 und mit Lemma 3.2.11
folgt dann, dass

lim
n

∫
f(x)πθnλ(dx) =

∫
f(x)πΨ(x)λ(dx).

Als nächstes beweisen wir (3.5).
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Beweis von (3.5)

Dazu benutzen wir folgendes Theorem, wobei wir V ≡ 1 benutzen.

Theorem (ohne Beweis, Theorem 2.7 aus [8]). Es seien folgende Vorraussetzungen erfüllt:

(A3’) Pθ ist für alle θ ∈ Θ π-irreduzibel, aperiodisch und es existiert eine Funktion
V : X → [1,∞), so dass für alle θ ∈ Θ Konstanten bθ < ∞, δθ ∈ (0, 1), λθ ∈ (0, 1)
und ein Wahrscheinlichkeitsmaß νθ auf X existieren, so dass

PθV ≤ λθV + bθ

Pθ(x, ·) ≥ δθvθ(·)1{V≤cθ}(x), cθ := 2bθ(1− λθ)−1 − 1

(A4’)
∑∞

k=1 k
−1 max

{
Lθk , Lθk−1

}
DV (θk, θk−1)V (Xk) < ∞ wobei DV wie (3.18) de-

finiert ist und Lθ := Cθ ∨ (1 − ρθ)−1, so dass für die Konstanten Cθ, ρθ gilt, dass
‖Pnθ (x, ·)− πθ‖V ≤ CθρnθV (x).

(A5’) a) lim supn πθn(V ) <∞ f.s.

b) Für ein α > 1 gilt
∑∞

k=0(k + 1)−αL2α
θk
PθkV

α(Xk) <∞ f.s.

Sei F : X ×Θ→ R eine messbare Funktion, so dass

1. supθ ‖F (·, θ)‖V <∞

2.
∑∞

k=1 k
−1L2

θk−1
‖F (·, θk)− F (·, θk−1‖V V (Xk) <∞ f.s.

3. limn

∫
πθn(dx)F (x, θn) existiert fast sicher

Dann gilt

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

F (Xk, θk) = lim
n→∞

∫
πθn(dx)F (x, θn), f.s.

Definition 3.2.16 (aus [13]). Eine Markov-Kette (Xn)n mit Übergangskern P ist geome-
trisch ergodisch bezüglich einer stationären Verteilung π, falls eine Funktion f : X → R
und eine Konstante t ∈ (0, 1) existiert, so dass

‖Pn(x, ·)− π(·)‖TV ≤M(x)tn für alle x ∈ X

Falls M beschränkt ist, nennen wir die Markov-Kette gleichmäßig ergodisch.

Bemerkung: Die Bedingung (A3’) besteht aus mehreren Teilen. Irreduzibilität und Aperi-
odizität garantieren die (geometrische) Ergodizität der Folge. (A3’) kontrolliert den

”
Drift“

der Kette und die letzte Ungleichung gerantiert, dass die Menge {V ≤ cθ} klein ist
bezüglich der Markov-Kette (engl. small set oder petite set [16]). Genaueres dazu findet
man in [16, Kapitel 15]. Die Bedingungen (A4’) und (A5’) kontrollieren die Konvergenz-
geschwindigkeit.

Wir überprüfen also ob die Vorraussetzungen erfüllt sind. Für V wählen wir schlicht
V = 1 und mit Lemma 3.2.4 gilt dann PθV (x) = 1 = c + (1 − c) für alle c ∈ (0, 1).
Somit gilt die

”
Drift-Eigenschaft“ aus (A3’). Mit Lemma 3.2.4 gilt außerdem Pθ(x,A) ≥

ρ
∫
A πθ(x)λ(dx) für alle x ∈ X , A ∈ A. Daraus folgt

1. die Minorisierungsbedingung des Kerns Pθ (zweite Gleichung von (A3’), siehe auch
[14, Definition 1.1])
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2. πθdλ ist ein irreduzibles Maß und somit ist Pθ wegen der Abschätzung irreduzibel

3. und Pθ ist aperiodisch da X eine kleine Menge ist bezüglich Pθ (siehe [16, Kapitel
5.4.3]).

Außerdem gilt nach Korollar 3.2.13 und wegen (A3*c), dass eine Konstante C existiert,
so dass ∑

k≥1

1

k
sup
x∈X
‖Pθk(x, ·)− Pθk−1

(x, ·)‖TV ≤ C
∑
k≥1

γk
k
≤ C

∑
k≥1

(
γ2
k +

1

k2

)
<∞

Somit ergibt sich die Bedingung (A4’). (A5’) ist ebenfalls trivialerweise erfüllt, da V = 1.
Das beendet den Beweis.
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3.3 Das
”

Flat-Histogramm“-Kriterium wird in endlicher Zeit
erreicht

Die Probleme im Beweis der Terminiertheit des WL-Algorithmus mit (FH)-Kriterium
liegen in zwei Tatsachen:

1. Der Algorithmus ist ein adaptives MCMC Verfahren. Insbesondere ist (Xn)n∈N keine
Markov-Kette, weil der Übergangskern Pθ theoretisch von allen vorherigen Stichpro-
ben abhängt. Deshalb können keine gewöhnlichen Sätze für die Konvergenz von MK
angewendet werden.

2. Es ist nicht offensichtlich, dass die Temperatur im Laufe der Zeit abnimmt. Dafür
muss nämlich immer nach endlicher Zeit das

”
Flat-Histogram“-Kriterium erfüllt wer-

den.

Nachdem wir uns im voherigen Kapitel 3.2 mit dem ersten Problem beschäftigt haben, wer-
den wir nun zeigen, dass das (FH)-Kriterium unter bestimmten Bedingungen in endlicher
Zeit erreicht wird. Zusammen ergibt sich dann die Terminiertheit des ganzen Algorithmus.
Der Beweis, dass das Flat-Histogramm Kriterium für bestimmte Updates tatsächlich in
endlicher Zeit erreicht wird, wurde 2011 von Jacob und Ryder geführt [12] und soll hier
im Folgenden wiedergegeben werden. Die Reihenfolge und die Aufteilung auf die Lemmas
wurden allerdings verändert um die Lesbarkeit zu erhöhen.

Da sich die Temperatur im WL-Algorithmus mit
”
Flat-Histogramm“-Kriterium erst

jeweils nach dem Erreichen des (FH) verringert, betrachten wir für den Beweis stets eine
konstante Temperatur γ < 1. Wir teilen den Beweis in folgendes Theorem und Korollar
auf.

Theorem 3.3.1. Benutzt man den Wang-Landau-Algorithmus mit (FH)-Kriterium mit
folgendem Update

log θt(i)← θt−1(i) + f(1Xi(Xt),Φi, γt) mit f(1,Φ, γ) = γ(1− Φ),

dann konvergieren die relativen- gegen die gewünschten Trefferhäufigkeiten in L1

Nt(i)

t

L1

−→
t→∞

Φi

Bemerkung: In Paper [12] wird zusätzlich noch gezeigt, dass der Algorithmus mit einem
anderen Update, nämlich mit f(1,Φ, γ) = log [1 + γ(1− Φi)] nicht konvergiert. Die rela-
tiven Häufigkeiten konvergieren dann zwar, aber nicht gegen (Φi) (siehe [12, S.7 unten]).

Aus der Konvergenz in L1 folgt die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Und es ergibt sich
folgendes

Korollar 3.3.2. Falls die Trefferhäufigkeiten in Wahrscheinlichkeit konvergieren

Nt(i)

t

P−→
t→∞

Φi,

wird das
”

Flat-Histogramm“-Kriterium in endlicher Zeit erreicht.

Beweis von Korollar 3.3.2. Das zu betrachtende Ereignis FHt definieren wir durch:

FHt =

{
∀i ∈ [1 : d] :

∣∣∣∣Nt(i)

t
− Φ(i)

∣∣∣∣ < c

}
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Wir benutzen nun die Konvergenz von

Nt(i)

t

P−→
t→∞

Φ(i)

Es folgt:
∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀t ≥ N : P(FHt) ≥ 1− ε

Definieren wir
TFH = inf

t≥0
{FHt}

dann gibt es demnach ein ε > 0, so dass

∃N ∈ N ∀n ≥ N : P(TFH ≤ N + n) ≥ ε

Mit [19, Lemma 10.11] folgt dann die Behauptung.

Wir führen nun zuerst etwas Notation und die zu gewährleistenden Vorraussetzungen
ein. In Kapitel 3.3.2 beweisen wir dann das Theorem 3.3.1 für den Spezialfall, dass wir
genau zwei Bereiche benutzen (d=2). In Kapitel 3.3.3 verallgemeinern wir den Beweis
dann für d > 2.

3.3.1 Vorbereitung und Annahmen

Betrachten wir die Definition des Akzeptierungskerns vom MH-Kern Pθ, fällt auf, dass die
Stärke mit der ein einzelner Bereich bevorzugt bzw. benachteiligt wird ausschließlich vom
Verhältnis der Gewichte des Bereichs zu den Gewichten der anderen Bereiche abhängt:

Aθt(x, y) = min

{
1,
πθt(y)Q(y, x)

πθt(x)Q(x, y)

}
= min

1,

π(y)
θt(I(y))Q(y, x)

π(x)
θt(I(x))Q(x, y)


= min

{
1,
π(y)Q(y, x)

π(x)Q(x, y)

θt(I(x))

θt(I(y))

}
= min

{
1,
π(y)Q(y, x)

π(x)Q(x, y)
eZ

(I(x),I(y))
t

}
wobei wir die Verhältnisse mit Z

(i,j)
t benennen

Z
(i,j)
t := log

θt(i)

θt(j)
, i, j ∈ [1 : d] mit i 6= j

Der Beweis des Theorems hängt deshalb im Wesentlichen davon ab, dass wir die Verhält-

nisse Z
(i,j)
t kontrollieren können, in dem Sinne, dass kein Bereich unendlich viel

”
öfter“

besucht wird als die anderen. Präziser formuliert werden wir zeigen, dass Z
(i,j)
t /t→ 0 und

das daraus auch folgt, dass Nt/t→ 0.

Für den gesamten Beweis werden wir von folgenden Annahmen ausgehen:

(A1) Alle Bereiche besitzen unter π und P positive Wahrscheinlichkeit

P(Xi) > 0, π(Xi) > 0, für alle i ∈ {1, 2}

(A2) Der Zustandsraum X ist kompakt

(A3) Für den Vorschlagskern Q(x, y) ist jeder Zustand von jedem direkt erreichbar und
die Übergangswahrscheinlichkeiten sind von unten beschränkt, also

∃qmin > 0 ∀x, y ∈ X : Q(x, y) > qmin
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(A4) Die MH Aktzeptanzwahrscheinlichkeit A(x, y) ist von beiden Seiten beschränkt

∃m,M > 0 ∀x, y ∈ X : m <
π(y)Q(x, y)

π(x)Q(y, x)
< M

(A1) und (A2) sind keine großen Einschränkungen in der Praxis, weil leere Bereiche einfach
weggelassen werden könnten und nicht kompakte Zustandsräume allein schon wegen der
Speichergrenzen nicht vorkommen. (A3) und (A4) wiederum lassen sich allerdings nicht
immer erfüllen und es wäre ein Ziel für die Zukunft diese abzuschwächen.

Bemerkung: Ein Gauss’scher Random Walk, also ein Random Walk bei dem die einzel-
nen Schritte normalverteilt sind, erfüllt alle Bedingungen (A1) bis (A4) und ist somit eine
mögliche Wahl für den Vorschlagskern.

Im ersten Teil werden wir obiges Theorem nur für den Fall d = 2 beweisen, falls es
also nur genau zwei Bereiche gibt. Danach erklären wir, wie man diesen Fall auf d > 2
verallgemeinern kann.

3.3.2 Konvergenz der Häufigkeiten für d=2

Sei also X = X1∪X2. Es gibt also nur Z
(1,2)
t und Z

(2,1)
t . Der Einfachheit halber, definieren

wir
Zt := Z

(1,2)
t = log θt(1)− log θt(2)

Für unseren Spezialfall d = 2 möchten wir nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.3.3. Sei Zt wie oben definiert, dann gilt

Zt
t

L1−→
t→∞

0

Wir definieren zunächst die Inkremente von (Zt) als (Ut)t∈N, so dass

Zt+1 = log θt+1(1)− log θt+1(2)

= [log θt + f(1X1(Xt),Φ(1), γ)]− [log θt + f(1X2(Xt),Φ(2), γ)]

= Zt + f(1X1(Xt),Φ(1), γ)− f(1X2(Xt),Φ(2), γ)

= Zt + Ut

wobei γ die aktuelle Temperatur ist, die konstant bleibt, solange das (FH) noch nicht
erreicht wurde. Für unser spezielles Update gilt, dass Ut positiv ist, falls der erste Bereich
getroffen wird, und sonst negativ. Genauer gilt, dass Ut ∈ {+a,−b} mit a, b > 0.

Die Kontrolle von Zt erreichen wir mit folgendem Lemma. Darin beweisen wir, dass es
ein kompaktes Intervall

[
Z̄ low, Z̄high

]
gibt, in dem sich Zt meistens befindet, oder zu dem

es zumindest mit sehr großer Wahrscheinlichkeit schnell wieder zurückkehrt.

Lemma 3.3.4. Seien Zt und Ut wie oben definiert. Dann existiert ein ε > 0, mit dem für
alle η > 0 jeweils ein Intervall Z̄ =

[
Z̄ low, Z̄high

]
⊂ R existiert, für das gilt:

1. Falls Zt ≥ Z̄high, gilt:

P[Ut+1 = −b|Ut = +a, Zt] > ε

P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt] > 1− η

2. Falls Zt ≤ Z̄ low, gilt:

P[Ut+1 = +a|Ut = −b, Zt] > ε

P[Ut+1 = +a|Ut = +a, Zt] > 1− η
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Beweis. Wir beweisen das Lemma zunächst nur für den Fall Zt ≥ Z̄high, indem wir uns
mit der Defintion des MH-Kerns eine obere Schranke Z̄high konstruieren.

Sei qmin wie in (A3). Das Ereignis {Ut = +a} entspricht dem Ereignis {Xt ∈ X1}. Falls
also Xt ∈ X1 und π(Xt) > 0, dann gilt mit der Definition von Zt:

Pθt(Xt,X2) =

∫
X2

Pθt(Xt, y)dy

=

∫
X2

Q(Xt, y)Aθt(Xt, y)dy

=

∫
X2

Q(Xt, y)

(
1 ∧ π(y)

π(Xt)

Q(y,Xt)

Q(Xt, y)

θt(I(Xt))

θt(I(y))

)
dy

=

∫
X2

Q(Xt, y)

(
1 ∧ π(y)

π(Xt)

Q(y,Xt)

Q(Xt, y)
eZt
)
dy

Nach (A4) ist π(y)
π(x)

Q(y,x)
Q(x,y) von unten beschränkt. Somit existiert ein K1, so dass für alle

k ≥ K1

∀x, y ∈ X :
π(y)

π(x)

Q(y, x)

Q(x, y)
ek ≥ 1

Für Zt ≥ K1 ist somit das Minimum gleich eins und mit Xt ∈ X1 gilt

Pθt(Xt,X2) =

∫
X2

Q(Xt, y)dy > qminµ(X2).

Falls Zt ≥ P1 gilt demnach die erste Ungleichung:

P [Ut+1 = −b|Ut = +a, Zt] = P [Xt+1 ∈ X2|Xt ∈ X1, Zt] > qminµ(X2)

Wir zeigen nun die zweite Ungleichung. Sei η > 0 beliebig aber fest. Es gilt

P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt] = P[Xt+1 ∈ X2|Xt ∈ X2, Zt]

Wie eben betrachten wir den MH-Kern:

Pθt(Xt,X2) = 1− Pθt(Xt,X1)

= 1−
[∫
X1

Q(Xt, y)Aθt(Xt, y)dy

]
= 1−

[∫
X1

Q(Xt, y)

(
1 ∧ π(y)

π(Xt)

Q(y,Xt)

Q(Xt, y)
e−Zt

)
dy

]
Weil nach (A4) π(y)

π(x)
Q(y,x)
Q(x,y) < M folgt wiederum die Existenz eines K2, so dass für alle

k ≥ K2 gilt:

∀x, y ∈ X :
π(y)

π(x)

Q(y, x)

Q(x, y)
ek ≤ 1

und deshalb für den Fall, dass Zt > K2

Pθt(Xt,X2) = 1− e−Zt
∫
X1

Q(Xt, y)
π(y)

π(Xt)

Q(y,Xt)

Q(Xt, y)
dy

> 1− e−ZtM
∫
X1

Q(Xt, y)dy︸ ︷︷ ︸
<1

> 1−Me−Zt
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Somit existiert für jedes η > 0 ein K3 > K2, so dass für alle Zt ≥ K3:

Pθt(Xt,X2) > 1− η

Daraus folgt schließlich die zweite Ungleichung

P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt] > 1− η

Setze also ε = qminµ(X2). Mit Z̄high > max {K1,K3} gelten dann beide Ungleichungen.
Für den Fall Zt < Z̄ low lässt sich der Beweis analog führen, indem man die MH-Kerne
betrachtet und (A3) und (A4) benutzt.

Das Verhalten von Zt außerhalb des Intervalls
[
Z̄ low, Z̄high

]
deutet also bereits darauf

hin, dass Zt immer wieder in das Intervall zurückkehrt, also das die Wiedereintrittsdauern
endlich sind. Wir führen zunächst einige neue Notationen ein.

Definition 3.3.5. Seien ε, η > 0 beliebig aber fest gewählt. Sei dementsprechend Z̄ das
zugehörige Intervall aus Lemma 3.3.4. Dann definieren wir die Austrittszeiten (s)i∈N
durch:

s1 := inf
{
t ∈ N|Zt−1 ∈ Z̄ ∧ Zt 6∈ Z̄

}
si+1 := inf

{
t > si|Zt−1 ∈ Z̄ ∧ Zt 6∈ Z̄

}
Außerdem definieren wir die Wiedereintrittsdauern (T )i∈N:

Ti := inf
{
t ∈ N|Zsi+t ∈ Z̄

}
Wir möchten nun zeigen, dass die erwarteten Wiedereintrittsdauern endlich sind:

E[Ti] <∞, für alle i ∈ N

Das Problem ist dabei die Tatsache, dass die Inkremente Ut noch stark mit Zt korrelieren.
Wir werden deshalb neue Inkremente Ũt einführen, die Ut beschränken und gleichzeit eine
Markov-Kette sind, also nur vom voherigen Ũt−1 abhängen. Trotzdem wird Ũt jedes Mal
in endlicher Zeit zu Z̄ zurückkehren. Das folgende Lemma zeigt die Existenz solcher Ũt,
für den Fall dass Zt nach oben aus dem Intervall Z̄ läuft. Der andere Fall verläuft analog.

Lemma 3.3.6. Sei Ut ∈ {+a,−b} wie oben die Folge der Inkremente von Zt, seien ε < 1
2 ,

η < min{1
2 ,

εb
a } und Z̄ das zugehörige Intervall aus Lemma 3.3.4. Sei zudem si eine

beliebige Austrittszeit, bei der Zsi > Z̄high. Dann existiert eine Markov-Kette

(Ũt)t∈{si,si+1,... } ∈ {α1 = +a, α2 = −b}

(unabhängig von Zt und Ut) mit Übergangsmatrix(
1− ε ε
η 1− η

)
welche Ut beschränkt, in dem Sinne dass gilt

Ut ≤ Ũt, für alle t ∈ N

und so dass

Z̃si = Zsi

Z̃t+1 = Z̃t + Ũt, ∀ t > si

in endlicher Zeit zu Z̄ zurückkehrt (siehe Lemma 3.3.7).
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Abbildung 3.2: Steigt Zt, so steigt Z̃t ebenfalls. Fällt Zt, so fällt Z̃t allerdings nur mit einer
gewissen W-Keit und steigt sonst. Folglich ist Z̃t ≥ Zt.

Bemerkung: Entscheidend ist die Tatsache, dass Ũt unabhängig von Zt und Ut ist. In
diesem Schritt geschieht also der Übergang von dem schwer zu analysierenden adaptiven
MCMC-Verfahren zur leicht zu kontrollierenden Markov-Kette.

Beweis. Für die Zeiten an denen Zt über dem Intervall liegt, also si ≤ t < Ti definieren
wir Ũt rekursiv und in Abhängigkeit von Ut+1, Ut, Ũt wie folgt (der Verlauf von Z̃t wird in
Abbildung 3.2 veranschaulicht):

gegeben definiert

Ut+1 Ut Ũt Ũt+1

+a · · +a

−b −b −b

{
−b mit W-Keit p1 = 1−η

P[Ut+1=−b|Ut=−b,Zt]
+a sonst

−b +a −b
{
−b mit W-Keit p2 = ε

P[Ut+1=−b|Ut=+a,Zt]

+a sonst

−b −b +a

{
−b mit p3 = ε

(
1 + P[Ut+1=+a|Ut=−b,Zt]

P[Ut+1=−b|Ut=−b,Zt]

)
+a sonst

Für Zeiten t ≥ T definieren wir Ũt schlicht als eine Markov-Kette mit der obigen Über-
gangsmatrix.

Wir überprüfen zunächst die Wohldefiniertheit, in dem Sinne, dass alle p1, p2, p3 tat-
sächlich kleiner als Eins sind. Für p1 und p2 folgt dies aus den Ungleichungen (1) und (2)
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aus Lemma 3.3.4. Für p3 berechnen wir mit ε < 1
2 und η < 1

2 :

ε

(
1 +

P[Ut+1 = +a|Ut = −b, Zt]
P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt]

)
= ε

(
1 +

1− P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt]
P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt]

)
≤ ε

(
1 +

1− (1− η)

1− η

)
≤ ε

(
1 +

η

1− η

)
≤ 2ε ≤ 1

Zum Beweis des Lemmas überprüfen wir nun für die einzelnen Fälle die Übergangswahr-
scheinlichkeiten. Für den Übergang Ũt = −b→ Ũt+1 = −b ist zunächst zu bemerken, dass
die Ereignisse {Ũt = −b} und {Ũt = −b, Ut = −b} gleich sind. Daher gilt:

P[Ũt+1 = −b|Ũt = −b, Zt] = P[Ũt+1 = −b|Ũt = −b, Ut = −b, Zt]
= P[Ũt+1 = −b|Ut+1 = −b, Ũt = −b, Ut = −b, Zt]
× P[Ut+1 = −b|Ũt = −b, Ut = −b, Zt]

=
(1− η)P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt]

P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt]
= 1− η

Für den Übergang Ũt = +a→ Ũt+1 = −b betrachten wir die zwei Gleichungen:

P[Ũt+1 = −b|Ũt = +a, Ut = +a, Zt] = P[Ũt+1 = −b|Ut+1 = −b, Ũt = +a, Ut = +a, Zt]

× P[Ut+1 = −b|Ũt = +a, Ut = +a, Zt]

=
εP[Ut+1 = −b|Ut = +a, Zt]

P[Ut+1 = −b|Ut = +a, Zt]

= ε

und:

P[Ũt+1 = −b|Ũt = +a, Ut = −b, Zt] = P[Ũt+1 = −b|Ut+1 = −b, Ũt = +a, Ut = −b, Zt]
× P[Ut+1 = −b|Ũt = +a, Ut = −b, Zt]

= ε

(
1 +

P[Ut+1 = +a|Ut = −b, Zt]
P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt]

)
× P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt]

= ε (P[Ut+1 = −b|Ut = −b, Zt] + P[Ut+1 = +a|Ut = −b, Zt])

= ε

Somit ergibt sich:

P[Ũt+1 = −b|Ũt = +a] = ε

Über die Gegenwahrscheinlichkeit erhalten wir für die Übergänge Ũt = +a → Ũt+1 = +a
und Ũt = −b→ Ũt+1 = +a

P
[
Ũt+1 = −b|Ũt = +a, Zt

]
= 1− P[Ũt+1 = −b|Ũt = +a, Zt] = 1− ε

P
[
Ũt+1 = +a|Ũt = −b, Zt

]
= 1− P[Ũt+1 = −b|Ũt = −b, Zt] = 1− (1− η) = η
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Wir folgern nun, dass Zt tatsächlich immer in endlicher Zeit in das Intervall K̄ zurück-
kehrt.

Lemma 3.3.7. Alle erwarteten Wiedereintrittsdauern sind endlich. Insbesondere existiert
ein τ ∈ R, so dass gilt:

E[T ] ≤ τ

Beweis. Da die Markov-Kette (Ũt) aperiodisch und irreduzibel ist, konvergiert sie gegen
folgende stationäre Verteilung:

πŨ =

(
η

ε+ η
,

ε

ε+ η

)
Sei si eine beliebige Austrittszeit, für welche Z̃si+1 über dem Intervall liegt. Dann defi-

nieren wir mit T̃i die Wiedereintrittsdauer von (Z̃t), also

T̃i = inf
d≤0

{
s+d∑

t=si+1

Ũt ≤ −a

}

Erinnern wir uns an unsere Wahl von η fällt auf, dass aη < bε gilt. In der Nähe der
Grenzverteilung ist Ũt ungefähr mit πŨ verteilt. Somit gilt dann:

E[Ũt] ≈ +a
ε

ε+ η
− b η

ε+ η
< 0

Da nun aber Ũt gegen die Grenzverteilung konvergiert, existiert insbesondere ein Zeit-
punkt, ab dem alle Erwartungswerte der folgenden Ut negativ sind. Mit der Unabhängigkeit
der Ũt folgt dann aber:

E

[
s+d∑

t=si+1

Ũt

]
=

s+d∑
t=si+1

E
[
Ũt

]

=
s+C∑
t=si+1

E
[
Ũt

]
+

s+d∑
t=s+C+1

E
[
Ũt

]
≤ −a für d groß genug, aber endlich

Daraus folgt τ := E[T̃ ] <∞. Ũt ist nach Definition immer größer gleich Ut. Somit ist auch
Z̃t ≥ Zt und es folgt T̃ < T . Daraus folgt dann E[T ] < ∞. Da si beliebig war und die
Argumentation für Austrittszeiten unterhalb des Intervalls analog verläuft, ist die Aussage
bewiesen.

Beweis von Satz 3.3.3. Seien (si) und Ti die Austrittszeiten bzw. die Wiedereintrittsdauer
aus Definition 3.3.5 und sei k(t) so definiert, dass sk(t) ≤ t < sk(t)+1. Dann gibt es drei
mögliche Fälle:

1. Falls Zt ∈ Z̄ bedarf es keiner Abschätzungen

2. Falls Zt > Z̄high, gilt Zt ≤ Zsk(t) + aTk(t) und berechnet man den Erwartungswert
auf beiden Seiten gilt:

E[Zt] ≤ (Z̄high + a) + aτ

3. Falls Zt < Z̄ low lässt sich der Erwartungswert analog beschränken

E[Zt] ≥ (Z̄ low − b)− bτ
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In jedem Fall folgt:

E
[
Zt
t

]
t→∞−→ 0

Lemma 3.3.8. Die Konvergenz Zt/t
L1

→ 0 impliziert Nt/t
L1

→ Φ.

Beweis. Mit der Definition von Zt gilt

Zt = log θt(1)− log θt(2)

= Z0 + [Nt(1)f(1,Φ(1), γ) + (t−Nt(1))f(0),Φ(1), γ)]

− [Nt(2)f(1,Φ(2), γ) + (t−Nt(2))f(0),Φ(2), γ)]

= Z0 +Nt(1) [f(1,Φ(1), γ)− f(0,Φ(1), γ)]

+ tf(0,Φ(1), γ)− [(t−Nt(1))f(1,Φ(2), γ) +Nt(1)f(0,Φ(2), γ)]

= Z0 +Nt(1) [f(1,Φ(1), γ)− f(0,Φ(1), γ) + f(1,Φ(2), γ)− f(0,Φ(2), γ)]︸ ︷︷ ︸
c:=

+ t(f(0,Φ(1), γ)− f(1,Φ(2), γ)).

Dabei haben wir benutzt, dass γ konstant bleibt und wir somit nur die Treffer in den einzel-
nen Bereichen zählen müssen um die gesamte Änderung der Gewichte bis zum Zeitpunkt
t zu erhalten. Formen wir nun nach Nt(1)/t um erhalten wir

Nt(1)

t
=
Zt − Z0

t

1

c
− f(1,Φ(2), γ)− f(0,Φ(1), γ)

c

Nutzen wir nun Zt/t
L1

→ 0 gilt

Nt(1)

t

L1

−→
t→∞

f(1,Φ(2), γ)− f(0,Φ(1), γ)

f(1,Φ(1), γ)− f(0,Φ(1), γ) + f(1,Φ(2), γ)− f(0,Φ(2), γ)
.

Für unser gewähltes Update f(1,Φ, γ) = γ(1− Φ) gilt dann aber gerade

f(1,Φ(2), γ)− f(0,Φ(1), γ)

f(1,Φ(1), γ)− f(0,Φ(1), γ) + f(1,Φ(2), γ)− f(0,Φ(2), γ)

=
γ[(1− Φ(2))− (0− Φ(1))]

γ[(1− Φ(1))− (0− Φ(1)) + (1− Φ(2))− (0− Φ(2))]

=
2Φ(1)

2
= Φ(1),

wobei wir benutzt haben, dass 1 − Φ(2) = Φ(1) gilt. Für Nt(2)/t verläuft der Beweis
analog.

3.3.3 Verallgemeinerung für d größer als 2

Wir benutzen weiter das Update mit f(1,Φ, γ) = γ(1−Φ). Es ergibt sich für die Gewichte

log θt(i) = Nt(i)(1− Φ(i))− (t−Nt(i))Φ(i) = Nt(i)− tΦ(i).

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass log θ0(i) = 0, ∀i. Da
in jedem Schritt nur in Abhängigkeit vom aktuellen Xt aktualisiert wird, ist (Xt, log θt)
nach Definition eine Markov-Kette. Wir zeigen nun, dass (Xt, log θt) λ-irreduzibel ist für
ein sigma-endliches Maß λ. Für den Beweis brauchen wir zunächst noch die folgende
technische Vorraussetzung.
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(A5) Die gewünschten Trefferhäufigkeiten sind rationale Zahlen:

Φ = (Φ(1), . . . ,Φ(d)) ∈ Qd

Bemerkung: Die Autoren von [12] gehen davon aus, dass die Vorraussetzung nicht wirk-
lich einen Einfluss auf die Konvergenz hat, sondern nur für den Beweis benötigt wird.

Dann können wir folgendes Lemma anwenden.

Lemma 3.3.9. Sei Θ ⊂ Rd definiert durch:

Θ :=

x ∈ Rd
∣∣∣∣∣∣∃(n1, . . . , nd) ∈ Nd : zi = ni − Φ(i)Sn, wobei Sn =

d∑
j=1

nj


Sei λ das Produktmaß aus Lebesguemaß auf X und dem Zählmaß auf Θ, dann ist (Xt, log θt)
λ-irreduzibel.

Beweis von Lemma 3.3.9. Sei Θ ⊂ R wie im Lemma definiert. Θ enthält also die Werte
die vom Prozess (log θt) erreicht werden können. µ bezeichne das Lebesguemaß auf X und
sei A ∈ B(X ), so dass µ(A) > 0 und sei z? ∈ Θ beliebig. Wir möchten nun also zeigen, dass
zu einem Zustand zum Zeitpunkt s Xs = xs, log θs = zs mit Wahrscheinlichkeit größer
als Null ein t > 0 existiert, so dass Xs+t ∈ A und log θs+t = z? gilt. Damit hätten wir
dann die λ-Irreduzibilität gezeigt, wobei λ das Produktmaß vom Lebesguemaß auf X und
Zählmaß auf Θ wäre. Sei n = (n1, . . . , nd) ∈ Nd beliebig. Dann ist die Wahrscheilichkeit,
das der Prozess (Xt) jeden Bereiche Xi zwischen den Zeitpunkten s + 1 und s +

∑d
i=1 ni

genau ni mal besucht größer als Null (wegen den positiven Vorschlagswahrscheinlichkeiten
aus (A3)). Es gilt also mit Sn =

∑d
i=1 ni, dass

P

[
∀i ∈ [1 : d] :

s+Sn∑
t=s+1

1Xi(Xt) = ni

∣∣∣∣∣ Xs, log θs

]
> 0

Weil µ(A) > 0 und weil (Xi)i eine Partition von X ist (mit nicht leeren Bereichen nach
(A1)), gibt es eine kleinere Menge B ⊂ A mit µ(B) > 0, die ganz in einem Bereich liegt
(also B ⊂ Xi? für i? ∈ [1 : d]. Wir benutzen nun folgendes Lemma, welches garantiert, dass
es von jedem Punkt zu jedem Punkt aus Θ einen

”
Pfad“ gibt. Den Beweis des Lemmas

findet man im Appendix von [12].

Lemma 3.3.10 (ohne Beweis, Lemma 8 aus [12]).

∀z(1), z(2) ∈ Θ ∃n ∈ Nd ∀i ∈ [1 : d] : z
(1)
i + ni −

 d∑
j=1

nj

Φi = z
(2)
i

Nach Lemma 3.3.10 existiert nun ein Pfad, so dass die Kette von (xs, zs) nach (xs+t−1,
zs+t−1) kommen kann. Dabei kann zs+t−1 so gewählt werden, dass nach dem letzten Schritt
(xs+t, zs+t) gerade so ist, so dass xs+t ∈ B und zs+t = z?. Es gibt also einen Weg und er
hat positive Wahrscheinlichkeit, daher gilt die Behauptung.

Nach Lemma 3.3.9 ist die Kette also λ-irreduzibel ist und somit konvergieren die Tref-
ferwahrscheinlichkeiten für beliebige λ-messbare Menge aus X ×Θ gegen einen festen Wert
aus [0, 1]. Insbesondere konvergieren die relativen Häufigkeiten Nt/t gegen einen Vektor
(pi).

Lemma 3.3.11. Es gilt (pi) = Φ.
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Beweis. Angenommen für einige i ∈ [1 : d] gilt pi 6= Φ(i). Da die Summen von (pi) und Φ
Eins ergeben, muss es somit auch i ∈ [1 : d] geben für die pi < Φ(i) gilt, Bereiche also, die
weniger besucht werden, als gewünscht. Setze {i1, i2, . . . } = argminj∈[1:d](pj − Φ(j)). Für

beliebiges ik und j 6∈ {i1, i2, . . . } gilt nach der Definition von Z
(j,ik)
t (siehe 3.3.1)

Z
(j,ik)
t = −Nt(ik) +Nt(j) + t(Φik − Φj) ∼ t(−pik + Φik + pj − Φj)→∞

Somit gilt:

∀K > 0 ∃T ∈ N ∀t > T : Z
(j,ik)
j > K (3.19)

Analog zum Beweis im voherigen Kapitel betrachten wir wieder die Inkremente Ut ∈
{+a,−b}, so dass

Ut =

{
−b I(Xt) ∈ {i1, i2, . . . }
+a sonst

Wähle ε > 0, so dass, falls Xt 6∈ Xi1∪Xi2∪· · · , dass dann der Vorschlag des Vorschlagskerns
Q mit Wahrscheinlichkeit von mindestens ε in Xi1 ∪ Xi2 ∪ · · · liegt. Für groß genuge K
wird dieser Vorschlag dann immer akzeptiert (analog zu Vorgehen auf Seite 32). Genauso
können wir auch die Wahrscheinlichkeit η, dass wir Xi1∪Xi2∪· · · wieder verlassen, so klein
machen wie wir wollen (siehe ebenfalls Lemma 3.3.4). Wie im voherigen Kapitel können
wir Ut dann wieder durch eine Markov-Kette Ũt abschätzen. Außerhalb von Xi1 ∪Xi2 ∪· · ·
nimmt (Ut) dann im Mittel ab, ebenso

(
Z

(j,ik)
t

)
. Das wiederum widerspricht der Annahme

(3.19). Somit gilt für alle i, dass pi = Φ(i) ist.

39



4 Anwendung auf Optimierungsprobleme
und Ausblick

Wie bereits in Kapitel 2 erwähnt, ist der Wang-Landau-Algorithmus eher aus der Not
heraus in der statistischen Physik entwickelt worden. Allerdings ist das gleichverteilte Si-
mulieren komplexer Verteilungen auch in anderen Bereichen der angewandten Mathematik
von Nöten. In [6] wird der Algorithmus auf verschiedene (diskrete) Optimierungsprobleme
angewandt. Darunter sind beschränkte Parameter-Optimierungsprobleme, aber auch das
Problem des Handlungsreisenden.

In diesem Kapitel wollen wir zunächst erkläutern, warum sich der Wang-Landau-Algo-
rithmus gut auf diese Probleme anwenden lässt. Dann versuchen wir festzustellen, welche
theoretischen Erkenntnisse wie verallgemeinert werden müssten, um auf übliche Optimie-
rungsprobleme anwendbar zu sein. Und schließlich stellen wir unsere Ergebnisse einer
Anwendung auf ein konkretes Optimierungsproblem (dem Rucksackproblem) vor.

4.1 Optimierungsprobleme und gleichmäßiges Generieren von
Stichproben

Wir definieren zunächst die Art von Problemen, die wir betrachten wollen.

Definition 4.1.1. Ein beschränktes Optimierungsproblem (engl. constraint optimi-
zation problem) auf einem Zustandsraum Ω besteht aus

• einer zu minierenden/maximierenden Kostenfunktion E : Ω→ R

• Nebenbedingungen, so dass für zulässige Lösungen x ∈ Ω gilt:

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , q

hi(x) = 0, i = q + 1, . . . ,m

Bemerkung: Es gibt verschiedene Abstufungen über die Komplexität des Problems, je
nachdem, ob die Funktionen gi, hi linear, nichtlinear, stetig oder nicht stetig sind. Prinzi-
piell lassen wir aber alle sinnvollen Funktionen gi, hi zu.

Für viele relevante Konstenfunktion und Nebenbedingungen ist ein solches Problem
NP-vollständig und somit deterministisch nicht effizient zu lösen. Deshalb geht man auch
hier oft zu randomisierten Approximationen über, insbesondere auch MCMC-Verfahren.
In folgendem Beispiel wird das Rucksackproblem erläutert.

Beipiel 4.1.2 (Rucksackproblem). Sei eine endliche Menge U von N Objekten gegeben.
Ordne jedem Element ein Gewicht w : U → R und einen Wert v : U → R zu. Sei außerdem
eine Schranke B ∈ R gegeben. Gesucht ist K ⊆ U , so dass∑

u∈K
w(u) ≤ B und H(u) :=

∑
u∈K

v(u) maximal

(U,w, v,B) nennen wir eine Instanz des Rucksackproblems. Nun konstruieren wir eine

Markov-Kette auf dem Raum der zulässingen K ⊆ U . Definiere Z(t) = (z
(t)
1 , . . . , z

(t)
N ) ∈
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{0, 1}N mit

zi = 1⇔ packe i-tes Objekt in Rucksack

Definiere einen Schritt t→ t+ 1 der Markov-Kette wie folgt:

1. Wähle I ∼ Unif([1 : d])

2. Setze Z̄ = (z
(t)
1 , . . . , z

(t)
I−1, 1− z

(t)
I , z

(t)
I+1, . . . , z

(t)
N )

3. Falls Z̄ gültige Lösung ist, setze Z(t+1) = Z̄, sonst setze Z(t+1) = Z(t)

Iteriert man die definierte Markov-Kette und merkt sich jeweils den aktuell maximalen
Wert eines zulässigen Rucksacks, erhält man einen stochastischen Approximationsalgor-
tihmus, ein MCMC-Verfahren.

Analog zum Ising-Modell in der statischen Physik, kann man mit einem solchen Ver-
fahren zwar auf lange Sicht die optimale Lösung finden, die Varianz des Schätzers, bzw.
die Laufzeit sind aber wahrscheinlich sehr hoch. Anschaulich lässt sich diese Tatsache fol-
gendermaßen veranschaulichen. Befindet sich die Markov-Kette gerade in einem Zustand,
bei dem viele, leichte und günstige Objekt mit in den Rucksack gepackt werden, können
andere schwere Objekte nicht mehr dazugepackt werden, ohne das Maximalgewicht zu
überschreiten. Dabei könnte eventuell gerade ein solcher Rucksack, der wenige schwere
Objekte beinhaltet den Wert maximieren, und umgekehrt. Die Wahrscheinlichkeit in ei-
nem, eventuell minder guten Pfad zu bleiben sind sehr hoch. Mit anderen Worten: Wenn
ich mich einmal schon auf eine Menge von gewissen Objekten in meinem Rucksack fest-
gelegt habe, wird es exponentiell unwahrscheinlich, das Maximum, welches vielleicht in
einem ganz anderen Pfad liegt, zu finden.

Um diese Hindernisse zu überwinden und eine (Markov-)Kette gleichmäßig auf dem
Wertebereich des Rucksacks laufen zu lassen, eignet sich der Wang-Landau-Algorithmus
und andere adaptive Verfahren. Die Funktion H(x) dient dazu als

”
Energiefunktion“. Wir

teilen den möglichen Wertebereich des Rucksacks in Bereiche auf und benutzen den Wang-
Landau-Algorithmus zum generieren der Stichproben. Der Algorithmus wird versuchen
alle Bereiche gleich oft zu besuchen und damit auch die Bereiche mit extremen Werten
zumindest häufiger besuchen, als die

”
normale“ Markov-Kette. Somit können wir hoffen

den optimalen Rucksack schneller zu finden.
Als Nebenprodukt erhält man zudem eine Näherung der Zustandsdichte des Problems.
Sie eignet sich um mehr über die Natur des Problems zu lernen und zum Beispiel seine
genetischen Algorithmen dementsprechend anzupassen. (siehe [11]).

4.2 Weiterführende Ideen und FPRAS

Im Folgenden sollen noch einige Ideen für die Zukunft vorgeschlagen werden. Diese ent-
stammen vom Autor der Arbeit und keiner Sekundärquelle. Sie sind nur als grundsätzliche
Überlegungen und keinesfalls als Fakten gedacht.

Wir definieren zunächst eine besondere Klasse von randomisierten Approximationsalgor-
tihmen.

Definition 4.2.1. Seien ε, δ > 0 gegeben, dann heißt eine Zufallsvariable Y ∈ H(Ω) eine
(ε, δ)-Approximation einer Konstanten C, falls

P [|Y − C| ≥ εC] ≤ δ
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Definition 4.2.2. Ein Algoritmus ist ein fully polynomial randomized approxima-
tion scheme (FPRAS) für H, falls er für jedes Tripel (ε, δ, x) mit ε, δ > 0 eine (ε, δ)-
Approximation Y von H(x) zurückgibt und der Algorithmus polynomielle Laufzeit in 1/ε,
log(1/δ) und |x| hat.

Aufgrund der Natur des Wang-Landau-Algorithmus als gleichmäßig simulierender Al-
gorithmus, besteht nun eventuell die Hoffnung, in Zukunft mit Hilfe des Algorithmus
FPRAS für eine größere Menge von Problemen zu konstruieren. Da die Gewichte des
Wang-Landau-Algorithmus gegen die tatsächlichen Trefferwahrscheinlichkeiten der Berei-
che konvergieren, verhält sich der Algorithmus nach einiger Zeit ähnlich wie das Multicano-
nical sampling, welches in Kapitel 1.4.1 angedeutet wurde. Bei diesem Verfahren verwen-
det man allerdings einfach eine Markov-Kette mit Metropolis-Hastings-Übergangskern.
Für Markov-Ketten mit exponentiellen Zustandsraum kann gezeigt werden, dass sie sich
exponentiell schnell ihrer stationären Verteilung annähern - relativ zur Eingabegröße (sie-
he [17]). Es ist also nicht völlig abwegig, dies auch für eine WL-Kette zu vermuten.
Wenn aber die stationäre Verteilung, wie in unserem Fall, ein gleichmäßiges Besuchen
der Energie-/Konstenniveaus bedeutet, können wir darauf hoffen auch bestimmte extre-
me Konstenwerte häufig zu erreichen.

Formaler gilt: Sei Ω ein endlicher Zustandsraum mit log |Ω| = O(n) für eine Eingabe-
größe n. Sei H : Ω → R eine Kosten-/Nutzen-/Energiefunktion. Dann gilt |H(Ω)| ≤ |Ω|.
Es kann also maximal so viele Energieniveaus geben, wie ursprüngliche Zustände. Sei
nun ein Prozess gleichverteilt auf dem Bild von H: Xt ∼ Unif(H(Ω)). Sei das Opti-
mum, also die Lösung des Optimierungsproblems, gegeben durch h? = maxx∈ΩH(x) bzw
h? = minx∈ΩH(x). Sei T ? = inf{t > 0|Xt = h?}. Die Wartezeit bis (Xt) das Optimum
zum ersten Mal trifft ist dann geometrisch verteilt, also T ∼ Geo(p̄), wobei p̄ = 1

|H(Ω)| .
Mit exponentieller Konvergenz der Kette gegen die stationäre Verteilung und exponentiell
abfallender Wahrscheinlichkeit für hohe Wartezeiten (aufgrund der geometrischen Vertei-
lung) liefert der WL-Algorithmus dann eventuell tatsächlich eine (ε, δ)-Approximation in
polynomieller Zeit bezüglich der Eingabegröße.

Wie bei vielen interessanten Aussagen basieren solche Vermutungen allerdings auf schnel-
len Mischzeiten der WL-Kette, für die es zur Zeit noch keine allgemeingültigen, theore-
tischen Beweise gibt. Für stark vereinfachte Beispiele (siehe [9, Kapitel 4]) lassen sich
solche Aussagen allerdings zeigen. Zudem müssten einige Annahmen abgeschwächt wer-
den, da z.B. viele nützliche Vorschlagskerne nicht für jedes Zustandspaar positive, nach
unten beschränkte Wahrscheinlichkeiten haben (siehe (A2*) und (A3)).

4.3 Anwendung auf das Rucksackproblem

Im Zuge dieser Arbeit wurde der Wang-Landau-Algorithmus auf besagtes Rucksackpro-
blem aus Beispiel 4.1.2 angewandt. Dabei werden nur die Ergebnisse für die einfache
Markov-Kette aus Beispiel 4.1.2 und die WL-Kette verglichen. Eigentlich müssten natür-
lich bessere Verfahren wie Simulated Annealing oder Genetische Algorithmen als Vergleich
herangezogen werden, aber es sollten nur ganz allgemeinen die Vorteile des WL-Verfahrens
veranschaulicht werden. Auf den Abbildungen der nächsten Seiten finden sich die Verläufe
beider Ketten. Zudem wurde jeweils die Zustandsdichte bestimmt und visualiert. Der
Quellcode des Programms [C++] ist unter [1] zu finden.
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Abbildung 4.1: Verlauf der Rucksackwerte von (1) der in Beispiel 4.1.2 beschriebenen
MK (2) einer Wang-Landau-MC. Es ist deutlich am stärkeren Ausschlag
zu erkennen, dass der WL-Algorithmus den Zustandsraum gleichmäßiger
abläuft. Die Gewichte wurden uniform aus [0, 200] gewählt, die Werte aus
[0, 100] und das maximale Gewicht B = 10000.
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Abbildung 4.2: Zustandsdichte (DOS) eines Rucksacks mit 1000 Objekten. Der Verlauf
ist typisch für diese Art von beschränkten Optimierungsproblemen (vgl.
Abbildungen in [6]).
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4 Anwendung auf Optimierungsprobleme und Ausblick
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Abbildung 4.3: Verlauf der Werte für einen Rucksack mit 100 Objekten. Es wird besonders
gut deutlich, dass die Stichproben innerhalb eines Bereich bezüglich π ver-
teilt sind. Für hohe/tiefe Bereiche liegen die Werte eher am unteren/oberen
Rand der Bereiche. Die Gewichte wurden w(i), v(i) ∼ Unif [0, 100] gewählt
und das maximale Gewicht B = 100.
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Abbildung 4.4: Zustandsdichte (DOS) eines Rucksacks mit 100 Objekten. Sowohl Werte
als auch Gewichte wurden uniform aus [0, 100] gewählt und das maximale
Gewicht B = 100.
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