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1 Einleitung

1.1 Pfadzerlegungen, Baumzerlegungen und ihre Anwendun-
gen

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Problem der Baum- und
Pfadzerlegung von Graphen. Die Begriffe Baum- und Pfadzerlegung wurden
1986 ([15]) respektive 1983 ([16]) von Neil Robertson und Paul D. Seymour
in einer Reihe von Verdffentlichungen zur Graph-Minoren-Theorie eingefiihrt
(Hierfiir und den Rest dieses Abschnitts: [3]). Pfad- und Baumzerlegungen
koénnen in einer Vielzahl von Anwendungsgebieten genutzt werden. So ist das
Problem der Baumzerlegung eng verwandt mit dem der Cholesky-Zerlegung,
die genutzt werden kann um Gleichungssysteme mit diinn besetzten symme-
trischen Matrizen effizient zu 16sen. Neben der Numerik findet das Konzept
auch in der Molekularbiologie Anwendung. Die Suche nach einem perfekt-
phylogenetischen Baum, einem Modell fiir die Vererbung zwischen Spezies,
ist ein Problem, das dquivalent zur Suche nach einer speziellen Baumzer-
legung ist. Aus Sicht der theoretischen Informatik sind die Probleme der
Pfad- und der Baumzerlegung besonders auf Grund der Anwendungen in der
Graph-Minoren-Theorie und deshalb interessant, weil fiir festgehaltene Pfad-
beziehungsweise Baumweiten viele (nicht alle) NP-vollstdndige Probleme auf
Graphen in polynomieller oder gar linearer Zeit losbar sind. Es sei jedoch
gleich darauf hingewiesen, dass sich bei den zugehotrigen Polynomzeitalgo-
rithmen eine Potenz in der Pfad- respektive Baumweite als multiplikativer
konstanter Faktor verbirgt. So sind viele der nachfolgend kurz genannten
Ergebnisse zwar theoretisch interessant, praktisch aber oftmals kaum zu
gebrauchen.

Zu den NP-vollstidndigen Problemen, die bei festgehaltener Baumweite oder
Pfadweite in polynomieller Zeit 16sbar sind gehdren beispielsweise das Pro-
blem des Hamilton-Kreises oder das Independent-Set-Problem. Darstellungen
dieser Probleme finden sich zum Beispiel in [19], eine umfangreiche Auflistung
von Quellen fiir diese und weitere derartige Ergebnisse in [3]. Da das Problem
der Pfadzerlegung mit minimaler Pfadweite selbst ebenfalls ein NP-hartes
Problem ist, kann im vierten Kapitel ein Beispiel fiir einen Algorithmus
gefunden werden, der ein NP-hartes Problem bei festgehaltener Pfadweite in
Linearzeit 16st.

Im Bereich des maschinellen Lernens kann ein Lernalgorithmus auf Baum-
zerlegungen von Graphen, statt auf den Graphen selbst, angewandt werden.
Je niedriger dabei die Baumweite ist, desto effizienter ist der entsprechende
Lernalgorithmus ([8]).

1.2 Motivation und Aufbau der Arbeit

Ausgangspunkt fiir die Beschiftigung mit diesem Thema war es, automatisch
giinstige Eingaben fiir das von Christoph Blume in seiner Diplomarbeit [2]



vorgestellte Verfahren zur Spezifikation und Verifikation von Invarianten
mit Hilfe von Graphsprachen zu generieren. Aus einer Pfadzerlegung kann
mit geringem Aufwand eine passende Eingabe fiir das zugehorige Programm
generiert werden. Zunéchst wird kurz dargestellt, worum es bei der Verifika-
tion mit Hilfe von Graphsprachen geht; dafiir sind einige Grundbegriffe der
Kategorientheorie notwendig. Anschliefend werden grundlegende, in dieser
Arbeit verwendete, Begriffe wie Graph oder Pfadzerlegung definiert.
Darauf aufbauend werden in den folgenden Kapiteln drei verschiedene Al-
gorithmen zur Pfadzerlegung vorgestellt. Der erste Algorithmus garantiert
Optimalitat der Pfadzerlegung. Im Gegenzug ist dieser Algorithmus sehr auf-
wendig und bedarf zudem einer guten Baumzerlegung als Eingabe. Mithilfe
des zweiten Algorithmus’ kann eine Baumzerlegung gebildet werden, die nur
logarithmisch von der optimalen Baumzerlegung abweicht. Basierend auf
einer so gewonnenen Baumzerlegung kann dann eine Pfadzerlegung gewonnen
werden. Der dazu benétigte Algorithmus wird ebenfalls im gleichen Kapitel
vorgestellt. Da dieser Algorithmus trotz polynomieller Laufzeit fiir grofe
Graphen kaum zu gebrauchen ist, wird aulerdem ein schnellerer Algorith-
mus vorgestellt, der ebenfalls Pfadzerlegungen generiert, die allerdings unter
Umsténden sehr stark von der optimalen Pfadzerlegung abweichen.

Die beiden Approximationsalgorithmen wurden im Zuge dieser Arbeit auch
implementiert, einige Anmerkungen zum Programmcode und der Verwendung
des Programms werden im Anschluss an die Vorstellung der Algorithmen
gegeben. Mithilfe dieser Implementierungen wurde auflerdem ein Vergleichs-
test der Laufzeit und der Giite der Ergebnisse der beiden Ergebnisse fiir
verschieden grofle Graphen angefertigt, die Ergebnisse dieses Tests finden
sich ebenfalls in diesem Abschnitt.



2 Graphsprachen

2.1 Grundlagen der Kategorientheorie

Das nachfolgende Kapitel dient nur der Erklarung der angedachten Anwen-
dung der Ergebnisse dieser Arbeit. Inhaltlich ist dieses Kapitel unabhéngig
von den iibrigen Kapiteln und kann daher auch iibersprungen werden.

Die von Christoph Blume in seiner Diplom-Arbeit verwendeten Graphspra-
chen basieren auf Begriffen aus der Kategorientheorie. Diese dient vornehmlich
als Verallgemeinerung der Mengenlehre. Zuné&chst ist zu kldren, was eine
Kategorie iiberhaupt ist, aulerdem benéttigen wir zumindest die Definitionen
des Pushouts und des Cospans, um zu verstehen, wozu die in den folgenden
Kapiteln gesuchten Pfadzerlegungen gebraucht werden konnen. Die Defini-
tionen in diesem Kapitel folgen [14].

Definition 2.1 Kategorie

Eine Kategorie Cat ist ein Tupel aus einer Sammlung von Objekten O, einer
Sammlung von Pfeilen P (oder auch Morphismen) und einem Kompositions-
operator o fir die gilt:

Jedem Pfeil f ist ein Definitionsbereich dom f € O und ein Bildbereich cod f
€ O zugeordnet. Fir einen Pfeil f mit dom f = A und cod f = B schreiben
wir auch f : A — B. Der Kompositionsoperator o verkniipft zwei Pfeile f und
g genau dann als g o f, wenn cod f = dom g. Fiir den Kompositionsoperator
gilt das Assoziativgesetz, das heifst fiir drei Pfeile f: A — B, g: B — C,
h: C— D gilt ho(go f) = (hog)o f. Zudem gibt es fiir jedes Objekt A
€ O einen Identititspfeil ids : A — A. Die Identititspfeile geniigen dem
Identitdtsgesetz, das heifit es gilt fiir jeden Pfeil f: A — B:idgpo f = f und
foida=f.

Eines der wichtigsten Konzepte der Kategorientheorie ist der Funktor, eine
strukturerhaltende Abbildung zwischen verschiedenen Kategorien.

Definition 2.2 Funktor

Seien C und D Kategorien, dann ist ein Funktor F : C' — D eine Abbildung,
die jedes C-Objekt A auf ein D-Objekt F(A) abbildet und jeden C-Pfeil
f:+A— B auf einen D-Pfeil F(f): F(A) — F(B) abbildet, so dass fiir alle
C-Objekte A und konkatenierbare C-Pfeile f und g gilt: F(ida) = idpa) und
F(go f) = F(g) o F(f).

Definition 2.3 Pushout

Seien f: A — B und g: A — C Pfeile einer Kategorie. Fin Pushout dieser
Pfeile ist ein Objekt P und zwei Pfeile f': C — P und ¢’ : B — P, so dass
flog =g of und wenn es ein Objekt X - das Pushoutobjekt - und zwei Pfeile
f":C — X und g" : B— X gibt, fiir die ebenfalls " og=g" o f gilt, dann
gibt es genau einen Pfeil k : P — X, so dass f”" = ko f' und ¢" = kog'.



Vgl. auch folgende Abbildung:

Abbildung 1: Pushout

Wichtig fiir das Verstédndnis von Graphsprachen ist schlieflich noch der
Begriff des Cospans. Diese Definition ist [7] entnommen.

Definition 2.4 Cospan und Cospan-Kategorie

Sei C' eine Kategorie in der fir alle Paare von Pfeilen mit gleichem Definiti-
onsbereich der Pushout existiert. Fin Cospan ist ein Paar von Pfeilen aus
dieser Kategorie (cr,,cr) mit dem gleichen Bildbereich, wir schreiben:

c: JE5GCEK.

Die Konkatenation zweier Cospans c1 : J 01# G c& M und co : M Ci% H C@
K bilden wir wie folgt. Sei M’ das Pushoutobjekt des Pushouts von ca, und
Cly, [ der Pfeil von G nach M’ und g der Pfeil von H nach M’. Dann ist die

. foci, _ gocap
Konkatenation von c¢1 und co der Cospan J =~ — —

Wir nennen zwei Cospans ¢y : J U Y K und cy:dJ 2 g K dquiva-
lent wenn es einen Isomorphismus zwischen G und H gibt.

Mit dieser Definition ist auch Cospan(C), die Kategorie mit den Objekten
von C als Objekten, den Aquivalenzklassen der Cospans iiber C als Pfeilen
und der oben definierten Konkatenation, tatsdchlich eine Kategorie. Die
Identititspfeile dieser Kategorie sind die Cospans die aus Paaren von zwei
Identitdtspfeilen aus C gebildet werden.

2.2 Erkennbare Graphsprachen

Die Definitionen dieses Kapitels folgen [7]. Zunéchst definieren wir die Kate-
gorie HGraph von Hypergraphen und Graphmorphismen. Somit erhalten wir
auch ein erstes Beispiel fiir eine Kategorie.

Definition 2.5 Die Kategorie HGraph
FEin Hypergraph ist ein Vier-Tupel G = (Vg, Eg, attg,labg). Vi ist die Menge



der Knoten, Eg die Menge der Kanten, att : Eq — V3 die Verkniipfungs-
funktion (wobei Vi die Menge der Sequenzen von Elementen aus Vg ist) und
labg : Eg — 3 die Label-Funktion. Ein Graphmorphismus f zwischen zwet
Graphen G und H ist ein Paar von Funktionen (fy, fg) mit fy : Vg — Vg
und fg: Eq — Eg so dass gilt:

laby o fg = labg und atty o fr = fi; o attq.

Dabei ist f], die Erweiterung von fy auf Sequenzen, die sich ergibt, wenn
man fy elementweise auf Sequenzen anwendet.

Den Graphen mit leerer Knoten- und Kantenmenge nennen wir ().

Die Kategorie HGraph ist also die Kategorie, die Hypergraphen als Objekte
und Graphmorphismen als Pfeile hat.

Wichtig ist vor allem die Kategorie Cospan(HGraph), also die Kategorie die
Cospans von Hypergraphen als Pfeile hat. Mit dieser Vorbereitung kénnen
wir nun erkennbare Pfeilsprachen und schliellich erkennbare Graphsprachen
definieren.

Definition 2.6 Erkennbare Pfeilsprache

Sei C eine Kategorie in der die Sammlung der Pfeile zwischen jedem Paar
von Objekten eine Menge, genannt homset, ist. Fine Teilmenge eines homsets
ist eine Pfeilsprache. Sei nun A ein Automatenfunktor, das heifst:

e A : C — Rel (Rel ist die Kategorie, die Mengen als Objekte und
Relationen als Pfeile hat) ist ein Funktor der jedes Objekt X aus C auf
eine endliche Menge A(X), der Menge an Zustinden von X, abbildet
und jeden Pfeil f : X — Y auf eine Teilmenge von (A(X) x A(Y))
abbildet.

o Jedes A(X) enthilt eine ausgezeichnete Menge von Startzustinden

I{ C A(X) und eine ausgezeichnete Menge von Endzustinden Fi C
A(X).

Dann bezeichnet L (A) die (J,K)-Pfeilsprache die genau die Pfeile f:J —
K enthilt, fiir die es ein s € 11 und ein t € Ff gibt, so dass (s,t) € A(f).
FEin Pfeilsprache Lk ist genau dann erkennbar, wenn es einen Funktor
A:C — Rel gibt mat LJ7K = LJJ((A)

Damit ist eine erkennbare Graphsprache schliefSlich eine erkennbare Pfeil-
sprache in der Kategorie Cospan(HGraph).

2.3 Ein Automatenfunktor zum Priifen von Invarianten

Christoph Blume hat in seiner Diplomarbeit einen Automatenfunktor vorge-
stellt, der die Sprache aller Graphen erkennt, die einen bestimmten Subgra-
phen U enthalten. Um Zerlegungen von Graphen in atomare Graphenopera-
tionen zu generieren, kénnen Pfadzerlegungen genutzt werden. Die folgende



Darstellung folgt der Darstellung in [2]. Der Automatenfunktor verfiigt fiir
jeden Graphen G iiber die Zustandsmenge A(G) = {(Ug, fa) | Ua < U, fa :
Ve — Vi, }. Dabei ist Ug ein Subgraph des Graphen U, der bisher erkannte
Graph, und fg bildet jeden Knoten aus G auf den entsprechenden Knoten
aus Ug ab, sofern es einen solchen gibt, andernfalls ist der Funktionswert
nicht definiert. Weiter ist die Startzustandsmenge definiert als:

A {{(@,@)}, falls G = 0
14 =

@, sonst

und die Endzustandsmenge als:

Fé“ - {{(U’ 0}, fallsG=10 |

0, sonst

Als Pfeile werden nur die sechs Operationen res, perm, trans, fuse, edge
und vertex zugelassen. Mit , Interface“ bezeichnen wir die momentane Ar-
beitsmenge an Knoten, die genutzt werden um die Operationen anzuwenden.
Wenn Knoten das erste Mal verarbeitet werden, werden sie in diese Arbeits-
menge aufgenommen. Wenn sie nicht mehr benétigt werden, um Kanten des
Graphen zu bilden, kénnen sie aus dieser Arbeitsmenge entfernt werden. Die
Operationen werden in Christoph Blumes Diplomarbeit formal als Cospans
definiert. Da der Automatenfunktor nur der Motivation dient und nicht Mit-
telpunkt der vorliegenden Arbeit ist, wird im Folgenden nur einen Uberblick
dariiber gegeben, was die Operatoren bewirken:

e res: Die Operation res, (fiir Restriktion) entfernt den gemé&f der
aktuellen Aufzdhlung letzten Knoten aus dem Interface.

e perm: Mit der Operation perm,, (fiir Permutation) wird die Aufzéhlung
der Knoten im Interface so verdndert, dass der letzte Knoten an die erste
Stelle vorriickt und alle anderen eine Stelle nach hinten weiterriicken.

e trans: Wendet man die Operation trans, (fiir Transposition) an, so
tauscht man die Position der ersten beiden Knoten in der Aufzéhlung
der Knoten im Interface, alle anderen Knoten behalten ihre Position
bei.

e fuse: Die Operation fuse, verschmilzt die ersten beiden Knoten der
Knoten im Interface, so dass es hinterher nur noch einen Knoten
gibt, der alle Verkniipfungen der beiden Ursprungsknoten mit Kanten
beibehilt. Wird also der Knoten v mit dem Knoten u des Interface-
Graphen I; zum Knoten w des Interface-Graphen I» verkniipft, so gilt
fiir alle (x, (%, ..., %, 0, %, ..., %)) € atty (x,(*,....,%,w,*, ..., %)) € attr,
und fiir alle (z, (%, ..., %, u, %, ..., %)) € atty, (x,(, ..., % w,*, ..., %)) €
atty,.



e edge: Mit der Operation edgeé? ™ fiigt man dem Interface eine Hyper-
kante mit m Knoten und der Beschriftung A hinzu. Waren vorher n
Knoten im Interface, so sind dann nach Ausfithrung der Operation
n + m Knoten im Interface.

e vertex: Wendet man die Operation vertex,, an, so wird dem Interface
ein weiterer Knoten hinzugefiigt.

Jede der obigen Operationen muss fiir jede Interface-Grofie n einzeln definiert
werden, daher tragen sie zusétzlich den Index n.

Interessant ist noch, welchen Einfluss die Operationen auf den bisher er-
kannten Graphen haben. Keine Anderung am bisher erkannten Graphen
haben die Operationen res, perm,trans, fuse (da diese vier keine neuen
Informationen ins Interface hinzufiigen, fuse ist allerdings nur anwendbar,
wenn die beiden zu vereinigenden Knoten auf den selben Knoten in Ug
abbilden). Hingegen veréndert die Operation edge den erkannten Graphen
Ug. Nichtdeterministisch wird entschieden,

e ob die neue Kante im gesuchten Graphen U vorkommt, in dem Fall
wird Ug um die Kante und die zugehétrigen Knoten die noch nicht in
Ug sind erweitert,

e ob die Kante zwar nicht im gesuchten Graphen U vorkommt, einige
der Knoten aber schon, in dem Fall werden die neuen Knoten die noch
nicht in Ug enthalten sind hinzugefiigt,

e oder aber ob weder die neue Kante noch die zugehoérigen Knoten im
gesuchten Graphen vorkommen, in dem Fall wird Ug nicht verdndert.

Es bleibt die Operation vertex zu betrachten, fiir die Ahnliches gilt wie fiir
edge, es wird also nichtdeterministisch entschieden, ob der neu hinzugefiigte
Knoten im Graphen U vorkommt. Falls ja, wird er Ug hinzugefiigt, sonst
wird Ug nicht verédndert.

Die Darstellung der kategorientheoretischen Aspekte, der erkennbaren Gra-
phsprachen und des Automatenfunktors sind in dieser Arbeit nur sehr knapp
erfolgt, um eine Idee fiir die Motivation hinter der Beschéftigung mit Pfad-
zerlegungen zu geben. Fiir wesentlich exaktere und umfangreichere Beschrei-
bungen dieser Aspekte sei auf die in diesem Kapitel referenzierten Quellen
[14], [7] und [2] verwiesen.



3 Einige Definitionen

3.1 Grundlegende Definitionen der Graphentheorie

Auch wenn wir zuvor bereits den Begriff des Hypergraphen kennen gelernt
haben, definieren wir hier noch einmal Graphen. Im Folgenden betrachten wir
néamlich nur Graphen, bei denen Kanten hichstens zwei Knoten miteinander
verbinden. Der hier definierte Graph ist ein Spezialfall des zuvor definierten
Hypergraphen, der die Att-Funktion (hier h genannt) auf Paare von Knoten
einschrénkt. Eine Kante kann also nur noch hochstens zwei statt beliebig
vieler Knoten miteinander verbinden. Die folgenden Definitionen sind wenn
nicht anders angegeben [18] entnommen.

Definition 3.1 Graph

Seien V,E Mengen mit VNE = Q0 und h : E — V <V eine Abbildung. Dann ist
(V,E,h) ein (gerichteter) Graph oder Digraph. Ist h injektiv, so identifizieren
wir E auch mit h(E) und schreiben fir e € E: e = h(e) = (u,v) fir ein u
und ein v aus E. V nennen wir die Knotenmenge (oder auch Eckenmenge),
E die Kantenmenge (oder auch Bogenmenge) und h die Kantenabbildung.

Bemerkung 3.2 Endlichkeit

In dieser Arbeit betrachten wir nur endliche Graphen, das bedeutet, |E| < co
und |V| < oo, da unendliche Graphen mit Computern nur schwer zu handha-
ben sind und sich viele Prozesse bereits mit endlichen Graphen modellieren
lassen. Des Weiteren betrachten wir der Finfachheit der Notation halber in
dieser Arbeit nur Graphen mit injektiver Kantenabbildung. Daher identifizie-
ren wir wie in der Definition die Kanten mit den Knoten, die sie verbinden
und schreiben fir einen Graphen G=(V,E,h) auch kurz G=(V,E). Zudem
bezeichnen wir mit grad(v) fir ein v € V' die Anzahl der Kanten, die mit v
inzidieren, formal: |{(u,w) € Elu = v}| + [{(u,w) € Elw = v}|.

Beispiel 3.3 Beispielgraph
Abbildung 2 stellt den Graphen

G = ({4, B,C, D}, {(4, B), (B, C),(C, A),(C, D)})

dar. Um die Kanten leicht bezeichnen zu kénnen, haben sie im Beispiel Label
erhalten. So ist die Kante (A,B) mit dem Label a, die Kante (B,C) mit dem
Label b, die Kante (C,A) mit dem Label ¢ und die Kante (C,D) mit dem
Label d versehen.

10



Abbildung 2: Beispielgraph

Definition 3.4 Isomorphie zwischen Graphen

Wir nennen zwei Graphen Gi1 = (Vi, E1) und Gy = (Va, E) zueinander
isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung h von Vi nach Va und eine
bijektive Abbildung g von Ei nach Es so gibt, dass fiir alle e = (u,v) € E;
gilt: g(e) = (h(u), h(v)).

Beispiel 3.5 Zwei isomporphe Graphen
Abbildung 3 stellt den Graphen

G1=({4,B,C,D},{(A,B),(B,C),(C,A),(C,D)})
und Abbildung 4 den Graphen
GQ = ({A,B,C,D},{(D,C), (Cv B), (BvD)7 (B’A)})

dar. Die Isomorphie ergibt sich durch Abbilden des Knotens A aus G1 auf D
aus Go, von B aus Gy auf C aus Gy, von C aus Gy auf B aus Go und von D
aus G1 auf A aus Go. Weiterhin werden die Kanten aus G1 auf die Kanten
gleichen Labels aus Go abgebildet.

Abbildung 3: G
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Abbildung 4: Go

Definition 3.6 Kantenfolge, Weg und Kreis
Fiir einen Graph G=(V,E) bezeichnen wir eine Folge von Kanten

{(uis witi) Yieqr,... p)

als Kantenfolge. Wir schreiben fiir eine Kantenfolge auch (uy,ua, ..., up). Ein
Weg ist eine Kantenfolge f fiir die gilt, dass fiir alle u;,u; € f mit i # j gilt:
u; # uj. Fine Kantenfolge f = (u1,us, ..., up) heifft Kreis, wenn u; = u, und
(ur,ug, ..., up—1) ein Weg ist.

Definition 3.7 Zusammenhangskomponente

Sei G = (V, E) ein Graph, V' eine Teilmenge der Knotenmenge und V* =

VA\V'. Dann ist mit E' = {(u,v) e E|lue V' AveV'} G'= (V' E') eine

(Zusammenhangs-) Komponente des Graphen G, wenn gilt, dass:

Vo e V¥(=3u € V'((u,v) € EV (v,u) € E)) und

fiir alle w und v in V' existiert ein (ungerichteter) Weg von u nach v in G’

Ein Graph mit nur einer Zusammenhangskomponente heifst zusammenhdngend.

Beispiel 3.8 Graph mit drei Zusammenhangskomponenten

Der Graph im folgenden Bild hat drei Zusammenhangskomponenten, eine,
die die Knoten A, B, C und D enthdlt, eine die die Knoten E und F enthdlt
und eine die den Knoten G enthdlt.

Ons O &)

Abbildung 5: Graph mit drei Komponenten

Algorithmus 3.9 Finden einer Zusammenhangskomponente
Sucht man die Zusamenhangskomponenten eines Graphen G=(V,E), so bietet
sich folgendes Vorgehen an:
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0. i:=1, markiere alle Knoten in V als noch nicht besucht.

1. Wihle einen beliebigen noch nicht als besucht markierten Knoten v aus
V aus. K; = {v} ist dann die Initialisierung der i-ten Knotenmenge,
die die i-te Komponente enthdlt. Markiere v als besucht.

2. Mache von v aus eine Tiefensuche und fiige alle Knoten, die bei der
Tiefensuche gefunden werden, zu K; hinzu, markiere diese Knoten als
besucht.

3. Gibt es noch einen Knoten in V, der nicht als besucht markiert wurde,
setze i:=i+1 und fahre bei 1 fort, sonst gib die Menge aller gerade
gebildeten Kj;,j =1,...,1 zuriick.

Definition 3.10 Baum

Ein Graph, in dem es keinen Kreis gibt und in dem es zwischen jeweils zwei
Knoten (genau) einen Weg gibt, heiffit Baum. Ein Baum heifst Baum mit
Wurzel oder Wurzelbaum, wenn es einen einzelnen als Wurzel ausgezeichneten
Knoten gibt.

Beispiel 3.11 Beispielbaum
In der folgenden Abbildung ist ein Graph zu sehen, der ein Baum ist. Der

Knoten A kann als Wurzelknoten gewdhlt werden, dann handelt es sich um
einen Baum mit Wurzel.

¢
a b

)
B ©

Abbildung 6: Beispielbaum

)= (=)

3.2 Pfad- und Baumzerlegungen

Fiir Pfad- und Baumzerlegungen ist nicht wichtig, in welche Richtung eine
Kante des zu zerlegenden Graphen zeigt. Wir betrachten also im Folgenden
statt Kanten (u,v) Aquivalenzklassen [(u,v)] in denen sowohl (u,v) als auch
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(v,u) enthalten sind. Wir identifizieren auBerdem die Aquivalenzklassen mit
ihren Vertretern.

Definition 3.12 Baumzerlegung
Fine Baumzerlegung eines Graphen G = (V, E) ist das Paar ({X; |1 €1 C
N} T = (I, F)) mit den Eigenschaften:

e T ist ein Baum
o X, CV firalleiel
o UierX; =V

e Fir jede Kante (u,w) € E des Graphen G gibt es ein i € I mit
v,w € X;. Es gibt also fir jede Kante eine Menge X;, so dass die
Knoten, die tiber die Kante verbunden werden, in ihr enthalten sind.

o Fir alle i,j,k € I gilt: Liegt j in T auf dem Pfad von i nach k, so
gilt X; N Xy, C X;. Also gilt fiir zwei Knoten i und k des Baumes T
Ist ein Knoten des Graphen G in der durch i reprdsentierten Menge
X; enthalten und ebenfalls in der durch k reprisentierten Menge X
enthalten, so ist er auch in jeder durch einen Knoten j auf dem Pfad
zwischen i und k reprisentierten Menge X; enthalten. Nach [4]

FEine Baumzerlegung ist eine Baumzerlegung mit Wurzel, wenn T ein Wurzel-
Baum ist.

Baumzerlegungen kénnen auch grafisch dargestellt werden. Man stellt eine
Baumzerlegung grafisch dar wie einen Graphen, die Knoten dieses Graphen
sind die Knoten von T und die Kanten die Kanten von T. Die Knoten werden
allerdings grof$ und gestrichelt gezeichnet, so dass die Knoten des zerlegten
Graphen, die von dem jeweiligen Knoten des Baums reprdsentiert werden,
i dem Knoten dargestellt werden kénnen. Wir nennen die Knoten von T
auch ,Taschen®, da sie mehrere Knoten des Graphen reprdsentieren, also
wie eine Tasche fassen konnen.

Im folgenden Beispiel verwenden wir die graphische Darstellungsmoglichkeit
fiir Baumzerlegungen, denn eine rein formale Darstellung ist wenig dienlich
um die Idee hinter einer Baumzerlegung zu vermitteln. Die formale Definition
ist vor allem fiir die Beschreibung der Algorithmen wichtig.

Beispiel 3.13 Baumzerlegung eines Beispielgraphen
Wir betrachten den Graphen aus der folgenden Darstellung:

14



O ®
Lie

Abbildung 7: Zu zerlegender Beispielgraph

Eine mogliche Baumzerlegung dieses Graphen ist in Abbildung 8 zu sehen.

Abbildung 8: Baumzerlegung

Diese Baumzerlegung hat Baumweite 8, denn die grifite Tasche ist die
mit den Knoten A, B, C und D, diese enthdlt 4 Knoten und 4-1=3.

Obwohl Baumzerlegungen fiir viele Anwendungen durchaus interessant sind,
bené6tigen wir hinsichtlich der Zerlegung eines Graphen in Operatoren noch
eine lineare Form der Zerlegung. Die im Folgenden definierte Pfadzerlegung
liefert genau das.

Definition 3.14 Pfadzerlegung und Pfadweite

Eine Pfadzerlegung eines Graphen G ist eine Baumzerleqgung ({X; | i €
I}, T'=(1,F)), so dass T ein Pfad ist. Das heif$t, dass T ein Baum ist, so
dass fiir jeden Knoten x € I gilt grad(x) < 2. Die Pfadweite dieser Zerlegung
ist dann definiert als max;cr|X;|—1 und die Pfadweite von G ist die minimale
Pfadweite einer Pfadzerlequng von G. Wir kiirzen im Folgenden die Pfadweite
eines Graphen G mit pw(G) ab, analog ist die Pfadweite einer Pfadzerlegung
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P abgekiirzt mit pw(P), nach [4]. An einigen Stellen schreiben wir kurz fir
eine Pfadzerlegung nur die Liste (X;,, ..., X;,) der Liste der Elemente von
X in der Reihenfolge, dass gilt, dass jeweils i; in T mit ij,1 verbunden ist.
Pfadzerlegungen werden auf die gleiche Weise wie Baumzerlegungen auch
grafisch dargestellt.

Das Finden einer Pfadzerlegung mit kleiner Pfadweite ist Hauptziel der drei
Algorithmen die in den néchsten drei Kapiteln vorgestellt werden. Findet
man eine optimale Pfadzerlegung, so 16st man damit auch das nachfolgend
definierte Problem.

Definition 3.15 Das Pfadweitenproblem

Gegeben sei ein Graph G und eine Konstante k € N. Das Pfadweitenproblem
ist die Frage, ob der Graph G eine Pfadweite kleiner oder gleich k hat, also
ob pw(G) < k gilt.

Leider zeigt uns das Ergebnis des ndchsten Satzes, dass ein exakter Algorith-
mus ohne Einschrankungen an das Problem fiir das Finden einer optimalen
Pfadzerlegung wahrscheinlich nur mit unbrauchbarer Laufzeit zu finden ist.

Satz 3.16 Komplexitit des Pfadweitenproblems

Das Pfadweitenproblem ist NP-vollstindig. Hdlt man k fest und nimmt nur
den Graphen G als Eingabe, so ist das so modifizierte Pfadweitenproblem
in linearer Zeit l6sbar, allerdings sind nur Algorithmen mit einer Laufzeit
bekannt, die einen konstanten Faktor von 2F oder grifer enthalten.

Wie bei der Baumzerlegung weiter oben wihlen wir auch beim Beispiel
zur Pfadzerlegung wieder die graphische Darstellungsvariante, die genauso
funktioniert wie bei einer Baumzerlegung. Der einzige Unterschied liegt in
der linearen Struktur, so dass es keine Verzweigungen in einer Pfadzerlegung
gibt. Die gestrichelten Boxen stellen wieder die Taschen dar und die Kreise
innerhalb der gestrichelten Boxen die in der jeweiligen Tasche enthaltenen
Knoten.

Beispiel 3.17 Pfadzerlegung eines Beispielgraphen
Wir betrachten wieder den Graphen aus dem vorangegangenen Beispiel:

D> ®
Hetle

Abbildung 9: Zu zerlegender Graph
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FEine mdgliche Pfadzerlegung dieses Graphen ist in Abbildung 10 darge-
stellt. Diese Pfadzerlegung hat Pfadweite 3, denn die gréfste Tasche ist die

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 10: Pfadzerlegung

mit den Knoten A, B, C und D, diese enthdlt / Knoten und 4-1=3.
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4 Exakter Algorithmus fiir festgehaltene Pfadwei-
te

Die folgenden Definitionen und Aussagen folgen dem in [5] beschriebenen
Weg zum gesuchten Algorithmus, der - bei fixierter Pfadweite k - eine
Pfadzerlegung in linearer Zeit ermoglicht. Die Grundidee dieses Algorithmus’
ist es, ausgehend von einer vorgegebenen Baumzerlegung eine Pfadzerlegung
der Pfadweite k zu bilden. Dafiir arbeitet man den Baum von den Bléttern
zur Wurzel hin ab und bildet fiir jeden Knoten auf dem Weg eine vollstindige
Menge von Charakteristiken, die alle Pfadzerlegungen der Pfadweite < k
reprisentieren. Erhélt man auf diese Weise eine nicht-leere vollstdndige Menge
von Charakteristiken fiir den Wurzelknoten der Baumzerlegung, so gibt es
eine Pfadzerlegung der Pfadweite < k.

Definition 4.1 Schéne Baumzerlegung (Nice Tree-Decomposition)
Fine Baumzerlegung mit Wurzel, D=(S,T) mit S = {X; | i € I} und T=(L,F),
st eine schone Baumzerleqgung, wenn T ein Bindrbaum ist und gilt, dass
fiir jeden Knoten i mit zwei Nachfolgern j und k X; = X; = X, und fiir
jeden Knoten i mit nur einem Nachfolger j gilt, dass |X;| = |X;| £ 1 und
X; C X; oder X; C Xj. Das bedeutet, dass an allen Stellen an denen der
Baum eine Listenstruktur hat, in jedem Schritt von der Wurzel weg entweder
ein Knoten des Graphen in die durch den Knoten des Baumes reprdsentierte
Menge aufgenommen oder aus dieser entfernt wird. (9]

Definition 4.2 Knotentypen
Im Folgenden benennen wir die verschiedenen Typen von Knoten in einer
schonen Baumzerlegung D=(X,T) eines Graphen G:

e ,Start“ Wenn ein Knoten aus T ein Blatt des Baumes ist (das heifit,
dass er keine Nachfolger hat), so nennen wir ihn einen Startknoten.

o ,Join“ Wenn ein Knoten aus T zwei Nachfolger hat, so nennen wir
thn einen Joinknoten, weil sich zwei Zweige des Baumes an diesem
Knoten ,treffen”.

o ,Forget“ Wenn ein Knoten i aus T (nur) einen Nachfolger hat, der
eine um einen Knoten aus G grofiere Menge reprdsentiert als i, so nen-
nen wir thn einen Forgetknoten, weil auf dem weiteren Weg vom Blatt
zur Wurzel der Knoten, der nicht mehr in der durch i reprdsentierten
Menge enthalten ist, keine Rolle mehr spielt.

o ,Introduce®“ Wenn ein Knoten i aus T (nur) einen Nachfolger hat,
der eine um einen Knoten aus G kleinere Menge reprdsentiert als i, so
nennen wir thn einen Introduceknoten, weil der Knoten v im Vergleich
zum bisherigen Weqg von dem Blatt zur Wurzel einen neuen Knoten
aus G in die durch ihn reprisentierte Teilmenge von G aufnimmd.
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Aus der Baumzerlegung aus Beispiel 3.13 wird im folgenden Beispiel zum
besseren Verstdndnis eine schéne Baumzerlegung gebildet.

Beispiel 4.3 Schone Baumzerlegung eines Beispielgraphen
Wir betrachten wieder den Graphen aus der folgenden Darstellung:

D> ®
atle

Abbildung 11: Beispielgraph fiir schone Baumzerlegung

Eine schine Baumzerlequng dieses Graphen ist in Abbildung 12 dargestellt.
Links neben jeder Tasche ist in Klammern ein Buchstabe zu finden. Dieser

Abbildung 12: Schéne Baumzerlegung

zeigt an, um welchen Typ von Knoten es sich handelt. S steht fiir Startknoten,
J fiir Joinknoten, I fiir Introduceknoten und F fiir Forgetknoten. Diese schone
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Baumzerlegung wurde aus der Beispielsbaumzerlegung weiter oben gewonnen,
die Baumweite ist dabet unverdndert.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass Startknoten nur einen Knoten
enthalten. Hat eine Baumzerlegung einen Startknoten mit mehr als einem
Knoten, so kann man diese Eigenschaft einfach herstellen, indem man einen
Knoten auswahlt, der im Startknoten bleibt und dann fiir jeden Knoten, der
auBerdem im Startknoten liegt, einen Introduce-Knoten vor den Startknoten
héngt.

Definition 4.4 Partielle Pfadzerlegung

Sei D=(S,T) eine Baumzerlegung des Graphen G mit Wurzel und i ein
Knoten in T. Sei weiter T; der Teilbaum von T mit der Wurzel i und X* die
zugehérige Teilmenge von S gemdff X* = {X; | j € T;}. Eine Pfadzerlegung
des Teilgraphen G; = (V;, E;) von G, V; ={v eV | (3t € T; | v € Sy},
Ei={(u,v) e E|(3teT;|uecSAvesS)}, nennen wir eine partielle
Pfadzerlegung von G ausgehend von i.

Beispiel 4.5 Beispiel einer partiellen Pfadzerlegung

Wir betrachten den rechten Teilbaum des obigen Beispiels fiir eine schéne
Baumzerlegung. Fine partielle Pfadzerlequng zu diesem Teilbaum ist im
Folgenden dargestellt:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 13: Partielle Pfadzerlegung

Definition 4.6 Einschrdinkung und Intervallmodell

Sei Y = (Y1,...Y,) eine partielle Pfadzerleqgung des Graphen G ausgehend
von i. Die Einschrinkung von Y ist die Pfadzerleqgung die sich aus dem
Schnitt aller Y; mit X; ergibt, also Y* = (Y1 N X;,...Y, N X;). Wir ermitteln
so also nur eine Pfadzerlequng des Teilgraphen von G, der durch die Knoten
in X; gebildet wird. Durch diese Operation entstehen unter Umstinden
Dopplungen, das heifst Y* enthdlt unter Umstinden Paare von Y;',Y"
so dass Yi = Y[ . Entfernt man fir alle r € {2,...,n} r-1 Vorkommen
aller r-fach vorkommenden Y,*, so erhdlt man das Intervallmodell fiir Y des

Knotens i. nachJ)

Mit Hilfe des Intervallmodells k6nnen wir nun die Listenreprésentation einer
partiellen Pfadzerlegung definieren.
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Definition 4.7 Listenreprdsentation einer partiellen Pfadzerlegung
Sei Y = (Y1,...,Y,) eine partielle Pfadzerlegung ausgehend von Knoten i
des Graphen G und Z = (Z1, ..., Zy,) das Intervallmodell von i. Dann ist (Z,
[Y]) mit [Y] = (YD, ...,Y™) die Listenreprdsentation von Y. YU) sei fiir
1 <j <m definiert als {Y; | 1 <k <nAY,NX; =2}

Beispiel 4.8 Intervallmodell und Listenreprisentation einer parti-
ellen Pfadzerlegung

Bildet man zu obigem Beispiel der partiellen Pfadzerlequng das Listenmodell,
so muss man zundchst jede Tasche auf die Knoten einschrdinken, die bereits
. dem Wurzelknoten des Teilbaums der Baumzerlegung enthalten waren, so
erhalten wir zundchst die folgende Pfadzerlequng:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 14: Pfadzerlegung nach Schneiden der Tascheninhalte mit X;

Nun miissen wir doppelt vorkommende Taschen aus der resultierenden
Pfadzerlegung streichen. Alle drei Taschen enthalten nur den Knoten D,
daher ist das Intervallmodell dann einfach eine einzelne Tasche die nur den
Knoten D enthdlt:

,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 15: Intervallmodell

Die Listenreprisentation dieser partiellen Pfadzerlegung ldsst sich also
schreiben als ({D}], [{D},{D, E},{D, F}]), wobei die erste Liste das gera-
de dargestellte Intervallmodell beschreibt und die zweite Liste die partielle
Pfadzerlequng.

Definition 4.9 Typische Folge einer Ganzzahl-Folge

Fiir eine (endliche) Folge von (nicht-negativen) Ganzzahlen a = (a1, as, ..., ay,)
definieren wir l(a)=n als die Linge von a. Wir bilden die (eindeutige) typische
Folge 7(a) als diejenige Folge, die entsteht, wenn wir die folgenden beiden
Operationen so lange anwenden, bis keine der beiden Operationen mehr
anwendbar ist:

o Gllt fiir ein 0 <i < l(a) a; = a1, so lésche a;+1 aus der Folge.

o Gibtesein0<i<l(a)—1undeni+1<j<l(a) so dass fir alle
1 < k < j entweder a; < ap < aj oder a; > ay > aj gilt, so ldsche alle
ag aus der Folge.
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Ein wichtiger Satz um einzusehen, dass die Laufzeit des hier vorgestellten
Algorithmus’ linear fiir festgehaltene Pfadweite ist, ist der folgende

Satz 4.10 Es gibt aus der Menge {1,2,...,n} hdchstens %22'” verschiedene
typische Ganzzahlfolgen.

Beispiel 4.11 Typische Folgen

Die typische Folge von a := (1,2,2,3,4,5,5,4,3,4) ist 7(a) = (1,5,3,4).
b:=(1,6,2,5,3,4) ist ein Beispiel fiir eine Folge der Linge 6, deren typische
Folge ebenfalls die Linge 6 hat, denn auf b ist keine der beiden Operationen
aus der vorhergehenden Definition anwendbar und somit gilt b = 7(b).

Um mit Ganzzahlfolgen sinnvoll arbeiten zu kénnen, bendtigen wir einen
Vergleichsoperator fiir Ganzzahlfolgen, das <.

Definition 4.12 < fiir Ganzzahlfolgen
Seien a = (a1, ag,...an) und b = (by,ba,...,b,) zwei Ganzzahlfolgen gleicher
Linge, so gilt a < b genau dann wenn a; < b; fir allei € 1,2,...,n gilt.

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen wir nun den fiir diesen Algorithmus
zentralen Begriff der Charakteristik definieren.

Definition 4.13 Liste, Typische Liste und Charakteristik einer Pfad-
zerlegung

Seien Y eine partielle Pfadzerleqgung und (Z,[Y]) deren Listenreprisentation
mit [Y] = (YD, Y@ Y Wir definieren die Liste von Y als y™) :=

(\Yl(m)\, |Y2(m)], ces ’Y|§:r<Lr)n>\) fiir allem € {1,2, ...,n}. Die y'™ sind offensichi-

lich Folgen von nichtnegativen Ganzzahlen. [y] := (y™M,y?), ..., y™)) ist dann
eine Liste von Folgen von Ganzzahlen. Wir wenden den Operator T auf Listen
von Folgen von Ganzzahlen an, indem wir ihn komponentenweise auf die Ele-
mente der Liste anwenden, es ist also 7([y]) = (7(yM), 7(y@), ..., 7(y™)).
7([ly]) nennen wir dann die typische Liste von Y und die Charakteristik von
Y ist dann definiert als C(Y') = (Z,r([y])).

Beispiel 4.14 Liste und Charakteristik einer Beispielspfadzerlegung
Wir verwenden wieder die partielle Pfadzerlegung aus den vorhergehenden
Beispielen, um Beispiele fiir die Begriffe Liste und Charakteristik einer
Pfadzerlegung zu geben. Die Liste der Pfadzerlegung ist [(1,2,2)] und mit
7([(1,2,2)]) = [(1,2)] folgt, dass die Charakteristik der Pfadzerleqgung die

folgende ist: ([{D}],[(1,2)]).

Definition 4.15 Erweiterung einer Ganzzahlfolge und einer Liste
von Ganzzahlfolgen
Fine Erweiterung einer Ganzzahlfolge

a=(ay,a,...,an)
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ist jede Folge, die durch das beliebig haufige Anwenden der folgenden Opera-
tion aus a entsteht: Fir ein i € {1,2,...,1(a)} ersetze a; in a durch a;,a;.
Das heifit, dass jede Folge, die aus a entsteht, indem man jedes Element
von a beliebig oft in der Folge hintereinander setzt, eine Erweiterung von a
ist. Die Menge aller Erweiterungen von a bezeichnen wir als E(a). Fir eine
Liste von Ganzzahlfolgen

[z] = (21,22, ..., 2p)
definieren wir wieder

E([2]) = (B(21), E(22), ..., E(2p))-

Erweiterungen von Ganzzahlfolgen ermdglichen es uns nun, eine Aquivalenz-
relation fiir partielle Pfadzerlegungen anzugeben.

Definition 4.16 Aquivalenz von partiellen Pfadzerlegungen

Seien Y und Z partielle Pfadzerlegungen die von dem gleichen Knoten aus-
gehen und mit dem gleichen Intervallmodell. [y],[z] seien die zugehdrigen
Listen von Y und Z. Es gilt genau dann 'Y < Z, wenn ein

[yl = (Wi, 93, 9r) € E([y))
und ein

[2"] = (21,25, -, 21) € E([2])
existieren, so dass

yr < zF fur alleie{1,2,...,r}.

Gilt Y < Z und Z <Y, so nennen wir Y und Z dquivalent und schreiben
Y=7

Der Algorithmus, der in diesem Abschnitt vorgestellt werden soll, basiert
darauf, Mengen von Charakteristiken zu bilden. Diese Mengen nennen wir
vollstéindige Mengen von Charakteristiken, wenn sie der folgenden Definition
geniigen.

Definition 4.17 Vollstindige Menge von Charakteristiken

FEine Menge von Charakteristiken partieller Pfadzerlegungen ausgehend von
einem Knoten i mit einer Pfadweite < k, FS(i), nennen wir vollstindige
Menge von Charakteristiken, wenn fir jede partielle Pfadzerlegung Y ausge-
hend von i mit Pfadweite < k eine Pfadzerlegung Y’ mit Y’ <Y existiert,
so dass die Charakteristik von Y’ in FS(i) ist.
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Diese vollstindigen Mengen von Charakteristiken haben einige giinstige
Eigenschaften, so gilt, dass eine vollstdndige Menge von Charakteristiken an
der Wurzel einer Baumzerlegung von GG genau dann nicht leer ist, wenn die
Pfadweite von G hochstens k ist. Daher werden wir im Folgenden, weiter
[5] folgend, fiir jeden Typ von Knoten einen Algorithmus angeben, um die
zugehorige vollstindige Menge von Charakteristiken zu ermitteln. Beweise
der Korrektheit dieser Algorithmen finden sich in [5], werden hier aber
nicht angegeben. Dabei gehen wir von einer schénen Baumzerlegung aus. X;
bezeichnet die in der Baumzerlegung dem (Baum-) Knoten i zugeordnete
Menge von Knoten des zu zerlegenden Graphen G. Zudem ist im Folgenden p
jeweils derjenige Knoten der Baumzerlegung, den wir aktuell untersuchen. Die
Algorithmen werden von den Blattern des Baums zur Wurzel hin ausgefiihrt,
so dass man bei der Berechnung von F'S(p) die F'S(q) aller direkten oder
indirekten Nachfolgerknoten g verwenden kann.

Algorithmus 4.18 Vollstindige Menge fiir einen Startknoten

Da es sich um eine schone Baumzerleqgung handelt, ist in X, nur ein Knoten,
nennen wir diesen v. Dann gibt es fiir G, nur vier mdgliche minimale Pfadzer-
legungen: (0, {v},0), (0, {v}), {v},0), ({v}). Wir bilden die Charakteristiken
dieser vier Mdglichkeiten und die Menge, die diese vier Charakteristiken
enthdlt, ist die vollstindige Menge von Charakteristiken fiir diesen Knoten.

Um den Algorithmus fiir die vollstéandige Menge fiir einen Joinknoten an-
zugeben, miissen wir zunéchst definieren, wie man zwei Ganzzahlfolgen
addiert.

Definition 4.19 Ringsumme zweier Ganzzahlfolgen
Sind
x = (21,22, ..., Tpn) und Yy = (Y1, Y2, .-, Yn)
zwei Ganzzahlfolgen gleicher Linge (also l(x)=l(y)) dann ist
r4+y=(r14+y1, 02+ y2,.s T + Yn)-

Fiir zwei Ganzzahlfolgen a und b definieren wir die Ringsumme der beiden
Folgen als

a®b={a"+0"|a* € E(a) Ab* € B(b) Al(a*) = 1(b")}.

Algorithmus 4.20 Vollstindige Menge fiir einen Joinknoten
Seien q und r die beiden Nachfolger von p in der Baumzerlegung mit den
vollstindigen Mengen FS(q), FS(r). Wiederum wegen der Eigenschaft der
Baumzerlegung, eine schone Baumzerlegung zu sein, gilt X, = X, = X,,. Wir
berechnen FS(p) indem wir die folgende Menge ermitteln:

FS(p) ={(Z,7([c]) | (Z,7(la]) € FS(q) A (Z,7([b]) € FS(r)
Nl € [a*] @ 7([b]) A maz([c]) < k+ 1}.
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Dabei ist die Liste [a*] fir die Charakteristik
(Z,7([a))), 7([a]) = (r(aM), 7(a®), ..., 7(a™))
definiert als
[a*] = (r(aV) = | Z1], 7(a®?) = | Za], ... 7(a™) = | Zy]).

Auch wenn der Begriff der Konkatenation selbsterkliarend ist, wird er
nachfolgend der Vollstédndigkeit halber definiert.

Definition 4.21 Konkatenation von Ganzzahlfolgen
Seien a = (a1, a2, ...,an) und b = (by,ba, ..., by,) Ganzzahlfolgen. Die Konka-
tenation von a und b ist definiert als

aob=(a1,as,...,an,b1,b2,....;bp).

Algorithmus 4.22 Vollstindige Menge fiir einen Forget-Knoten
Sei also p ein Forget-Knoten mit Kindknoten q. Da es Knoten in einer
schénen Baumzerlegung sind, unterscheiden sich X, und X, nur um einen
Knoten z, der in X, enthalten ist, aber in X, nicht. Man berechnet FS(p)
aus FS(q) indem man fir jedes

(Z,7([y])) € FS(q) mit Z = (Z1, Za, ..., Zn)

wie folgt verfdhrt:

Es gibt ein 1 <i <n fiir das gilt x € Z; und, sofern i nicht 1 ist, v ¢ Z;_1.
Auch gibt es ein 1 < j < n fir das gilt x € Z; und, sofern j nicht n ist,
x & Zjy1. Wir bilden

Z' = (2 \{z}, 22\ {=}, ... Zn \ {2})

und unterscheiden nun vier Fdlle:

® ZZ \ {.T} 75 ZZ',1 und Zj \ {CL‘} 7& Zj+12
(Z',7([y])) ist Charakteristik von p. Wir figen (Z',7([y])) 2u FS(p)
hinzu.

o Zi\{z}=Z;i1 aber Z; \{z} # Zj 1
Bilde

m([y']) = (r(W), 7(@), .., ), 7 (r (" D)or (D)), 7y ), . (™))

und fige (Z',7([y']) zu FS(p) hinzu.

o Zi \ {x} 7é Zi—l aber Zj \ {x} = Zj-‘rl:
Bilde

7([y"]) = (1) 7y, ey (D) (7 (D) or (y ), (5 ), e (y ™))

und fiige (Z',7([y"]) zu FS(p) hinzu.
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° ZZ‘ \ {IL‘} = Zifl und Zj \ {l’} = Zj+1:
Falls 1=j so bilde

(") = ()G, 002,70 D)or (o (u ), (5D, ()

Sonst bilde
(") = (r@M), 7(y@), ..., @), (G )or (yD)), r(y V), ..,

(yU= 1), 7(r(yD) 0 m(yUt V), 7(yU ), . (5 ™).
Fiige (Z',7([y""])) 2u FS(p) hinzu.

Bodlaender und Kloks nutzen im letzten Schritt, der Erstellung der vollstandi-
gen Menge fiir einen Introduce Knoten, als ersten Schritt eine Berechnung
aller minimalen Pfadzerlegungen fiir einen Subgraphen. Dabei wird nicht
nédher erklirt, wie diese Liste entstehen soll. Der letzte Schritt des exakten
Algorithmus von Bodlaender und Kloks ist deshalb recht kompliziert und
hauptverantwortlich fiir die ungiinstige Laufzeit des Algorithmus. Daher wird
die Berechnung der Vollstindigen Menge fiir einen Introduce-Knoten hier
nur skizziert. In [5] kann er ab Seite 20 im Detail gefunden werden. Zunéchst
wird eine Liste @ aller minimaler Pfadzerlegungen des Subgraphen, der durch
X, gebildet wird, erstellt. Weiter wird eine Menge @’ gebildet, in der alle
Paare (Z,Z') sind, so dass Z aus @ ist und Z’ aus Z entsteht, indem man
den eingefiihrten Knoten entfernt und dann doppelt vorkommende Taschen
entfernt. Weiterhin entfernt man aus @’ alle Paare (Z, Z’) fiir die es keine
Charakteristik fiir den Kindknoten ¢ von p gibt, die Z’ als Intervallmodell
hat. Die iibrig gebliebenen Z bilden die Pfadzerlegungen der vollstdndigen
Menge fiir einen Introduce-Knoten. Die zugehorigen Charakteristiken ermit-
telt man mit Hilfe der Charakteristiken des jeweils zugehorigen Z’. Dabei
muss zwischen den drei moglichen Fillen unterschieden werden, dass Z’ ge-
nauso viele Taschen enthélt wie Z, Z’ eine Tasche weniger enthélt als Z und
dass Z' zwei Taschen weniger enthiilt als Z. Wesentlich ist die Uberlegung,
wieso dies die einzigen mdglichen Fille sind. In irgendeiner Tasche wird der
Knoten v, der im Introduce-Knoten eingefiigt wird, in die Pfadzerlegung
aufgenommen, dann gibt es spéter in der Pfadzerlegung eine Tasche, bei
der der Knoten v wieder entfernt wird, in allen Taschen dazwischen ist v
ebenfalls enthalten. Bildet man aus Z nun Z’, so kénnten die beiden Taschen,
bei denen v eingefithrt und wieder entfernt wird, erhalten bleiben (wenn
beide nicht identisch zu einer anderen Tasche sind), eine der beiden Taschen
wird als Duplikat entfernt oder beide Taschen werden als Duplikate entfernt.

Dieser Schritt ist mafigeblich dafiir, dass der Algorithmus in der Praxis
vergleichsweise schlecht anwendbar ist, denn das Finden aller Paare (Z, Z")
in @’ ist problematisch, da kein effizienter Algorithmus zum Finden der Z
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bekannt ist. Hinzu kommt, dass die Anzahl der Charakteristika fiir einen
Knoten zwar nur von der Pfadweite abhéngt, von dieser allerdings expo-
nentiell. Da man zudem, um diesen Algorithmus iiberhaupt ausfiithren zu
konnen, eine gute Baumzerlegung als Eingabe benétigt, lohnt es sich, auch
einen Blick auf Approximationsalgorithmen zu werfen. Der hier vorgestellte
Algorithmus ist besonders hinsichtlich der theoretischen Laufzeitbetrachtung
interessant. So erméglicht er die Losung eines NP-vollstdndigen Problems,
das der Pfadzerlegung, in linearer Zeit, wenn man zusatzlich die Pfadwei-
te als Eingabe verwendet. Leider ist der Algorithmus, ungeachtet seiner
theoretischen Geschwindigkeit, in der Praxis kaum anwendbar. Die oben
angesprochenen Probleme sorgen dafiir, dass es sich anbietet, dennoch auch
Approximationsalgorithmen zu betrachten.

Hat man schlielich die vollsténdige Charakteristik fiir den Wurzelknoten
der Baumzerlegung berechnet, so muss man noch aus einer Charakteristik
eine Pfadzerlegung gewinnen, das geschieht iiber den folgende Algorithmus:

Algorithmus 4.23 Pfadzerlegung zu einer Charakteristik

Gegeben sei eine Charakteristik einer Tasche p der Baumzerlegung: c? =
((Zj)lgjgm,T(y(j))lgjgm). Der Algorithmus gibt die Pfadzerlequng in der
folgenden Reprdsentation zuriick. Fiir jede Tasche der Pfadzerlegung i gibt
es eine Menge L; der Knoten, die in Tasche i das erste Mal vorkommen und
eine Menge R; der Knoten, die in der Tasche i das letzte Mal vorkommen.
Fiir jedes der Z; gibt es einen Zeiger von Z; zur ersten Tasche in der
Pfadzerlegung Y; und zur letzten Tasche Yy in der Pfadzerlegung fiir die
Zj =Y; N X, respektive Z; =Yy N X, richtig ist.

Sei schlieflich T(y)) = (T(y@), ...,T(y%))), so gibt es moch fiir jedes der
T(yl(f)) einen Zeiger auf die zugehdrige Menge Y; mit |Y;| = T(y,i])). Auf
dieser Basis kann nun der rekursive Algorithmus beschrieben werden, der aus
einer Charakteristik einer Tasche p die zugehdrige Pfadzerlequng berechnet.
Es wird wieder unterschieden nach Typ der Tasche p:

e Startknoten: Es gibt nur einen Knoten im zu zerlegenden Graphen,
wdhle also die zur Charakteristik passende Pfadzerlequng aus den vier
mdaglichen Pfadzerlegungen aus.

e Joinknoten: Man berechnet zundchst die Pfadzerlegungen fiir die bei-
den Kindknoten q und r. Im Folgenden seien ¢ = (¢!, ...,c") die Liste
zur partiellen Pfadzerlegung von p, a = (a',...,a") die Liste zur parti-
ellen Pfadzerlegung von q und b= (b, ...,b™) die Liste zur partiellen

Pfadzerleqgung von r. Weiter sei die Liste [a/] fiir die Charakteristik

(Z.7([a]), 7([a]) = (r(aV), 7(a?), ..., 7(a™))
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definiert als
(@] = (@) —|Z1],a® —|Zy], ..., a™ — | Z,]).

Es gilt nach dem Algorithmus zur Berechnung der Vollstindigen Menge
fiir einen Joinknoten [c] = [a*]@T([b]). Es gibt also eine Liste [c°] € E(c)
mit [°] = [a'] @ [b]. Seien nun [a"] und [b°] Erweiterungen von [a']
und [b] so dass [c°] = [a°] + [b°]. Bezeichnet nun A die Pfadzerlegung
der Tasche q und B die Pfadzerlequng der Tasche r, so ermitteln wir
schlieflich die Pfadzerlegung zur Tasche p indem wir

— In A alle Taschen n-fach duplizieren, deren zugehdrige Zahl aus
[a] bei der Berechnung von [a°] n-fach dupliziert werden. Die
resultierende Pfadzerlegung nennen wir AY.

— In B alle Taschen n-fach duplizieren, deren zugehdrige Zahl aus
[b] bei der Berechnung von [b°] n-fach dupliziert werden. Die
resultierende Pfadzerlegung nennen wir B°.

— Die gesuchte Pfadzerlequng erhalten wir, indem wir (fir i gleich
1 bis zur Anzahl der Taschen in A°) jeweils die i-te Tasche der
Zerleqgung AY vereinigen mit der i-ten Tasche der Zerlegung B
und als i-te Tasche der Pfadzerlegung C' hinzufiigen.

Forgetknoten: Man berechnet rekursiv die Pfadzerlequng fiir die Kind-
tasche q, die auch eine Pfadzerlegung fiir die Tasche p ist und passt
die Zeiger entsprechend an.

Introduceknoten: Fiir Introduceknoten haben Bodlaender und Kloks
keinen Algorithmus angegeben. Es bietet sich beispielsweise folgendes
Vorgehen an: Man berechnet zundchst die Pfadzerlegung fiir die Kindta-
sche q. Jetzt miissen die Taschen gefunden werden, in denen der neue
Knoten in der Pfadzerlegung eingefiihrt beziehungsweise entfernt werden
muss. Gemdj$ der Beschreibung des Algorithmus’ zur Berechnung der
vollstandigen Menge fiir einen Introduceknoten kénnen dadurch hdchs-
tens zwei neue Taschen zur Pfadzerlegung hinzugefiigt werden, entfernt
werden muss keine Tasche. Vergleichen der Intervallmodelle fiir die
Kindtasche und fiir p ermdglicht, die mdglichen Taschen, in denen der
Knoten hinzugefiigt werden muss, einzuschranken. Fiir die so erhalte-
nen Pfadzerleqgungen kann man dann die Charakteristik berechnen und
vergleichen, ob sie der gegebenen Charakteristik entsprechen.

Abschlieflend sei noch einmal die Idee des Algorithmus’ zusammenge-

fasst. Ausgehend von einer schénen Baumzerlegung und einer vorgegebenen
Pfadweite k berechnet man aufsteigend von den Bldttern zur Wurzel die
vollstéindige Menge von Charakteristiken fiir jede Tasche der Baumzerlegung.
Ist die vollstéindige Menge von Charakteristiken fiir den Wurzelknoten der
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Baumzerlegung nicht leer, so bestimmt man zu einer der darin enthaltenen
Charakteristiken eine Pfadzerlegung der Pfadweite < k, andernfalls weif3
man, dass es keine Pfadzerlegung der Pfadweite < k gibt.
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5 Approximationsalgorithmus von Bodlaender, Gil-
bert, Hafsteinsson und Kloks

In diesem Abschnitt soll ein Approximationsalgorithmus fiir das Pfadwei-
tenproblem von Bodlaender, Gilbert, Hafsteinsson und Kloks vorgestellt
werden. Dieser Algorithmus basiert stark auf einem Ergebnis von Leighton
und Rao, daher wird hier zunéchst deren wesentlicher Algorithmus vorge-
stellt, bevor dieser genutzt wird, um eine Baumzerlegung eines Graphen
zu gewinnen. Mit Hilfe eines weiteren approximativen Algorithmus’ kann
diese dann in eine Pfadzerlegung umgesetzt werden. Der Algorithmus basiert
darauf, den Graphen moglichst gleichméfig zu zerschneiden und die sich so
ergebenden Komponenten dann weiter zu zerlegen. Um diese Schnitte, so
genannte b-balancierte Knotenschnitte, zu berechnen, verwenden Bodlaender,
Gilbert, Hafsteinsson und Kloks Approximationalgorithmen von Leighton
und Rao, [13]. Daher wird zunéchst beschrieben, wie man nach Leighton und
Rao, basierend auf einem Flussproblem mit mehreren Giitern b-balancierte
Knotenschnitte berechnet, bevor im anschliefenden Abschnitt der eigentliche
Approximationsalgorithmus fiir die Baumzerlegung angegeben wird.

5.1 UMFP, Min Cut und balancierte Schnitte: Approxima-
tionsalgorithmen von Leighton und Rao

Die nachfolgenden Definitionen, Sétze und Algorithmen basieren, wenn nicht
eine andere Quelle angegeben ist, auf [13]. Die Algorithmen von Leighton
und Rao basieren auf einem Approximationsalgorithmus fiir ein verallgemei-
nertes Maximalflussproblem. Wenn nicht anders erklirt, bezeichnet G einen
Graphen und n die Anzahl der Knoten in diesem Graphen.

Definition 5.1 Netzwerk

Ein Netzwerk (G,C,s,t) ist ein (ungerichteter) Graph G mit einem ausge-
zeichneten Quellknoten s und einem ausgezeichneten Senkeknoten t sowie
einer Kapazitdtsfunktion C. C weist jeder Kante in G eine natiirliche Zahl,
ihre Kapazitit, zu. [19]

Definition 5.2 Fluss in einem Netzwerk

Ein Fluss in einem Netzwerk (G,C,s,t) ist eine Funktion F, die jeder Kante
e in G einen Wert zwischen 0 und C(e) zuweist. Dabei gilt fiir jeden Knoten
v in G, dass die Summe der ausgehenden Kapazititen genau gleich der
Summe der eingehenden Kapazititen sein muss. Der Wert eines Flusses ist
schlieflich die Summe der eingehenden Kapazititen in den Senkeknoten. [19]

Definition 5.3 Min-Cut eines Netzwerkes
Der Min-Cut eines Netzwerkes N ist die minimale Anzahl an Kapazitdten,
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die man aus N entfernen muss, damit der mazximale Fluss in N genau den
Wert 0 hat. Ford und Fulkerson haben bewiesen, dass fir derartige Netzwerke
der Min-Cut genau der Wert des mazimalen Flusses ist. [19]

Die Intuition dieser Fragestellung ist es, den Fluss von Wasser durch Schleusen
darzustellen. Auch den wirtschaftlichen Fluss von Giitern iiber Vertriebswege
kann man auf diese Weise modellieren. Letztere Interpretation fiihrt uns zu
einem verallgemeinerten Flussproblem, das den Hauptgegenstand der Arbeit
von Leighton und Rao darstellt:

Definition 5.4 Flussproblem mit mehreren Giitern

Wie beim klassischen Flussproblem betrachtet man auch berm Flussproblem
mit mehreren Gitern einen ungerichteten Graphen G=(V,E) mit einer Ka-
pazitisfunktion C, die jeder Kante eine natirliche Zahl, ihre Kazapzitit,
zuweist. In einem Flussproblem mit mehreren Gitern gibt es k > 1 verschie-
dene Gliter, denen jeweils eine Quelle s;, eine Senke t; und ein Bedarf D;
zugeordnet sind. Das Ziel bei einem so definierten Flussproblem ist es, fiir
jedes 1 < i < k mindestens D; Einheiten des Gutes i von s; zu t; flieffen zu
lassen, ohne an einer Kante mehr Giter fliefien zu lassen, als die Kapazitdt
zuldsst.

Wiederum muss fir jeden Knoten gelten, dass die Menge (und auch die Art)
von Giitern, die in den Knoten hineinfliefit, genau gleich der Menge (und der
Art) von Giitern sein muss, die aus dem Knoten herausfliefSen. Alternativ
kann man auch den Fluss in einem solchen Netzwerk maximieren, wenn
man eine Funktion, abhdngig vom Fluss der verschiedenen Giiter, angibt, die
maximiert werden soll. Diese Funktion soll beispielsweise sicherstellen, dass
kein Gut beim Maximieren des Gesamitflusses ,zu kurz kommt*.

Definition 5.5 Minimaler Schnitt in einem Flussproblem mit meh-
reren Giitern
Der minimale Schnitt ist definiert als

o o CUVAU)
~ UV DU V\U)

Dabes ist

CUV\U)= > Cle),
)

e€(U,V\U

also die Gesamtkapazitit der Kanten zwischen U und der Komplementmenge
von U und

DU, V\U) = > D;,
i|(s; €UNLeV\U)V (s, €V\UAL,€U)

also die Summe der Bedarfe von Gitern, deren Quellen in einer der Mengen
Uund V\U und deren Senke in der jeweils anderen dieser Mengen enthalten
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ist. Der Min-Cut ist eine obere Schranke fiir den Maz-Flow, da die Kapazitit
der Kanten zwischen U und V' \ U obere Schranke fiir den Fluss zwischen
diesen beiden Teilen des Graphen ist.

Leighton und Rao haben einen speziellen Typ von Flussproblemen mit mehre-
ren Giitern betrachtet, das gleichformige Flussproblem mit mehreren Giitern
(englisch: Uniform Multicommodity Flow Problem, kurz UMFP). Bei diesem
Flussproblem gibt es ein Gut fiir jedes Paar von Knoten im Graph und jeder
Bedarf D; wird als 1 gesetzt. Der Bedarf iiber einem Schnitt 14sst sich in die-
sem Fall etwas einfacher ausdriicken und zwar als D(U, V\U) = |U|- |V \ U].
Fiir diesen Typ von Graphen haben Leighton und Rao gezeigt, dass der Min-
Cut hochstens O(log(n)) grofler ist als der maximale Fluss. Die mit Hilfe von
bekannten Algorithmen fiir das Max-Flow Problem gewonnenen Approxima-
tionen fiir den Min-Cut koénnen, wie wir noch sehen werden, gewinnbringend
fiir Bodlaenders Approximations-Algorithmus angewandt werden.

Im Folgenden bezeichnet fiir U C V
CUV\U) _CUV\U)

DU.V\U) |U]-[V\U|

die relativen Kosten eines Schnitts - der Schnitt fiir den dieser Wert minimal
ist, ist, geméfl obiger Definition, der minimale Schnitt.

Definition 5.6 Das duale Problem des UMFP

Das duale Problem zum UMFP ist das Problem, jeder Kante e des zusam-
menhéngenden Graphen G=(V,E) ein Gewicht d(e) zuzuweisen, so dass
Yuwvey Au,v) > 1 gilt und das Gesamtgewicht W := - . C(e)d(e) mi-
nimiert wird. Anschaulich handelt es sich, wenn man das Gewicht d als
Entfernung interpretiert, also um das Problem, die kleinstmdgliche Menge an
Gesamtgewicht auf die Kanten zu verteilen, so dass die Summe der Abstinde
zwischen den Quellen und Senken eine untere Grenze nicht unterschreitet.

Bei diesem Problem handelt es sich um ein Problem der linearen Optimierung.
Bekannte Verfahren, um diese Art von Problemen zu 16sen, sind beispielswei-
se das Simplex-Verfahren oder das Innere-Punkte-Verfahren. Generell ist es
moglich, lineare Optimierungsprobleme in Polynomzeit zu 16sen, in der Praxis
hat sich allerdings trotz im Worst Case exponentieller Laufzeit das Simplex
Verfahren als schnellstes erwiesen. In der Implementierung wurde das GNU
Linear Programming Kit (GLPK) verwendet, um das Optimierungsproblem
zu l6sen.

> uwev A(u,v) > 1ist allerdings so nicht als lineare Bedingung formuliert.
Iri [10] hat eine Formulierung dieser Bedingung als lineares Gleichungssystem

32



gefunden. Man fiihrt fiir jedes Gut ¢ und jeden Knoten v eine Variable z; ,, ein.
Diese Variablen sollen den Abstand des Knotens v von dem Zielknoten des
i-ten Gutes darstellen. Dann kénnen wir 3y d(u,v) > 1 ausdriicken als
Zu,vEV Zis; — Zit; = 1. Zusétzlich bendtigt man dann die Nebenbedingungen:

fiir alle Giiter i. s; ist dabei die Quelle von Gut ¢ und ¢; der Senkekno-
ten von Gut 1.
AuBerdem muss fiir jede Kante (u,v) gelten:

d((u,v)) + zip > 2y und
d((ua U)) + Ziu > Ziw-

Umstellen liefert dann die Ungleichungen:

d((u,v)) + 2ip — 2iw > 0 und
d((u,v)) + ziuw — zip > 0.

Es sei aber noch einmal darauf hingewiesen, dass es wichtig ist, dass der
Graph tatséchlich zusammenhéngend ist, sonst ergibt dieses Optimierungs-
problem kein sinnvolles Ergebnis fiir das UMFP.

Beispiel 5.7 Losung einer Instanz des dualen Problems des UMFP
Betrachten wir ein weiteres Mal unser erstes Beispiel fiir einen Graphen, zur
Erinnerung sei dieser im Folgenden noch einmal dargestellt:

Abbildung 16: Beispielgraph

Suchen wir mit Hilfe eines Programms zur linearen Optimierung, in
diesem Fall dem GLPK, eine Losung fiir dieses Problem, so erhalten wir die
Lésung, dass die Kante d mit dem Gewicht % belegt wird und alle anderen
Kanten mit dem Gewicht 0. Dazu muss das folgende lineare Optimierungs-
problem geldst werden:
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Die Knoten werden im Folgenden alphabetisch von 1 bis 4 durchnummeriert,
gleichfalls die Kanten. Es werden 6 Giiter betrachtet. Das erste Gut soll von
Knoten A zu Knoten B flieflen, das zweite Gut von Knoten A zu Knoten C,
das dritte Gut von Knoten A zu Knoten D, das vierte Gut von Knoten B zu
Knoten C, das fiinfte Gut von Knoten B zu Knoten D und das sechste Gut
von Knoten C zu Knoten D.

Zu minimieren ist die Summe Y1 + y2 + y3 + ya, dabei sind die folgenden
Bedingungen einzuhalten:

ZLQ = Z273 = 2374 = Z473 = Z574 = 26,4 =0 um die Zmi auf 0 zu setzen.
Z11 20, Z21 >0, Z31 >0, Zy2 >0, Zso >0 und Zgz > 0, um sicherzu-
stellen dass die Z; s, nicht negativ sind.

Schliefilich folgen eine ganze Menge Bedingungen, die die Bedingungen:
d((u,v)) + 2ziw — ziw > 0 und d((u,v)) + ziy — ziy > 0

sicherstellen:

y1—Zig+2Z1p>20undy +Z1po— 211 >0

Y1 — Zo2+ 2oy >0 und yy + Zoo — Z1 >0

y1— Z3a2+Z31 >0 undyr + Z32—Z31 >0

Y1 — Zao+ 2y =20 und y1 + Zyo — Zyy >0

y1— Zs2+ Zs1 >0 und y1 + Zs2 — Z51 >0

Y1 — Ze2+ Ze1 > 0 und y1 + Zgo — Zg1 > 0

Y2 — 213+ Z12 >0 und y2 + Z13— Z12 >0

Yo — Zo3+ Zoo >0 und yo + Za3 — Zoo > 0

Y2 — 233+ Z32 >0 und yo + Z33 — Z32 >0

Y2 — Za3+ Zyo > 0 und yo + Zy3 — Zy2 >0

Y2 — 253+ Zso >0 und yo + Zs3 — Zs2 >0

Y2 — Z63+ Zeo > 0 und y2 + Zg 3 — Zg2 > 0

y3— 211+ 213> 0undyz + 211 — Z13>0

Y3 — Zo1+ Zog > 0 und yz + Zoy — Z23 >0

Y3 — 231+ 233 >0 undyz+ Z31 — Z33>0

Ys — Zaa+ Za3 > 0 und ys + Zyn1 — Z43 >0

Y3 — Zs1+ Zs3 > 0undyz + Zs1 — Z53 >0

ys — Zea+ Ze3 > 0 und ys + Ze1 — Ze3 > 0

Yys — Z1a+ 21320 und ys + Z14— 21320

Ys — Zoa+ Zoz >0 und yy + Zoy — Zz3 >0

Ya— 234+ 233 >0 und ys + Z3 g — Z33 >0

Ys — Zaa+ Zy3 >0 und ys + Zyg — Zy3 >0

Ya— Zsa+ Zsz > 0 und ys + Zs g — Z53 >0

ys — Zea+ Zez > 0 und ys + Ze s — Zg3 > 0

An diesem Beispiel sieht man bereits einen zu erwartenden Flaschenhals
fir die Laufzeit des Approximationsalgorithmus’ von Bodlaender. Schon
bei relativ kleinen Graphen sind ziemlich viele Bedingungen zu beachten
und die Anzahl der Variablen ist in der Gréfenordnung O(n?). Bei grofien
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Graphen dauert die Losung des Optimierungsproblems selbst mit sehr guten
Implementierungen einige Zeit.

Die Approximation nach Leighton und Rao ergibt sich nun mit Hilfe der fol-
genden Algorithmen. Dabei wird im Folgenden angenommen, dass man obiges
Optimierungsproblem bereits gelost hat und jeder Kante ein entsprechen-
des Gewicht zugeordnet hat. Zunéchst wird der grundlegende Algorithmus
vorgestellt und anschlielend erklért, wie die einzelnen Schritte auszufithren
sind:

Algorithmus 5.8 Approximation des Min-Cut auf Basis eines
UMFP

Es ist moglich, den Graphen so zu partitionieren (1), dass er in Komponenten
zerfdllt, deren Radius maximal ﬁ betrigt. Das heif§t, dass zwei Knoten
i einer Komponente maximal den Abstand # haben (das entspricht der
Vorstellung eines geometrischen Kreises, in dem zwei Punkte maximal den
euklidischen Abstand von 2 Mal dem Radius haben). Zwei Knoten a und b
haben den Abstand i, wenn der kiirzeste Pfad - gemessen als Summe der
Gewichte der Kanten auf dem Pfad - von a nach b die Ldnge i hat. Daraus
lasst sich ein Schnitt mit relativen Kosten O(W - log(n)) gewinnen oder

1

eine Komponente mit dem Radius 5, finden, die mindestens % der Knoten

enthdlt (2). Im letzten Fall kann man daraus einen Schnitt mit relativen
Kosten O(W) finden (3).

Diese Aussagen werden in dieser Arbeit nicht bewiesen, die ndtigen
Algorithmen, die fiir die Schritte (1), (2) und (3) notwendig sind, werden
aber im Folgenden dargestellt. Der erste wichtige Schritt ist (1), das Zerlegen
eines Graphen in Komponenten mit beschrinktem Radius.

Algorithmus 5.9 Partitionierungsalgorithmus

Ziel ist es, einen gegebenen Graphen G=(V,E) so in Komponenten zu zerlegen,
dass jede einzelne Komponente mazximal den Radius A (oder konkret im
obigen Algorithmus Radius #} hat und dass die Summe der Kapazititen der
log(n)

Kanten, die die sich ergebenden Komponenten verbinden, mazximal 4W -
betrdgt. Im Folgenden sei
C=> Cle)

ecE
die Gesamtkapazitit des Graphen G. Falls

log(n)
C

gilt, kann einfach jeder Knoten als einzelne Komponente aufgefasst werden

und diese Unterteilung zuriickgegeben werden. Andernfalls erstellen wir einen
neuen Graphen G, der alle Knoten enthilt, die G enthidlt, in dem aber

A< AW -
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fiir jede Kante der Kapazitit ¢ ein Pfad von [C -d(e)/W] Kanten mit
Gewicht 1 und Kapazitit ¢ existiert. Nun kann man die Komponenten in GT
suchen und daraus die Komponenten in G gewinnen, indem man eine Menge
von Knoten aus G genau dann in eine Komponente zusammenfasst, wenn
die entsprechenden Knoten aus GT in eine Komponente zusammengefasst
wurden.

Wiihle nun einen Knoten v € GT aus, der aus G stammt. Definiere weiter
GZTF als die Menge aller Knoten in GT, die einen Abstand von v kleiner
gleich i haben. Da ausschliefilich Kanten mit dem Gewicht 1 existieren, kann
diese Menge iiber eine einfache Breitensuche gewonnen werden, den etwas
allgemeiner nutzbaren Dijkstra-Algorithmus bendtigt man daher nicht. Wir
wdihlen die zu v gehorige Komponente nun aus, indem wir die Funktion
C; wie folgt definieren: Cy = 2C/n und fir i > 0 sei C; die Summe der
Kapazititen aus Gj. Wihle nun als erste Komponente G;r, wobet j definiert
sei als kleinstes © > 0 so dass

log n

A-C
Entferne Gj aus G und wiederhole dieses Verfahren so lange, bis alle
Knoten aus G in einer Komponente untergebracht sind.

Civ1<(1+¢€) -Cie=W

Als néchstes betrachten wir Schritt (2). Ziel ist es, einen Schnitt mit relativen
Kosten O(W -log(n)) zu gewinnen oder eine Komponente mit dem Radius 555
zu finden, die mindestens % der Knoten enthélt. Nach Anwendung des obigen
Algorithmus hat man entweder eine Komponente erhalten, die mindestens %
aller Knoten enthélt oder man teilt die Komponenten so in zwei Mengen auf,
dass in jeder der beiden Mengen mindestens ein Drittel der Knoten enthalten
ist. Im zweiten Fall haben wir bereits den gewiinschten Schnitt gefunden,
im ersten Fall sind wir bei Punkt (3) angelangt, dessen Losung der folgende

Algorithmus angibt:

Algorithmus 5.10 Zerlegen der Komponente mit 2/3 der Knoten
Gegeben sei ein Graph G=(V,E) und eine Zerlegung des Graphen in zwei
Komponenten mit einem Radius von mazximal 27%2’ wobei eine der beiden
Komponenten, T, mindestens 2/3 der Knoten aus G enthdlt. Wir definieren
fiir einen Knoten vin T G und GT wie in dem Partitionterungsalgorithmus.
Weiter sei V; die Menge der Knoten in G, die auch in Gj enthalten sind.
Fiir den Schnitt < V;, V\'V; > seien schlieflich R; die relativen Kosten dieses
Schnittes. Bestimmt man nun dasjenige i, fiir das R; minimal ist, so erhdlt

man einen Schnitt mit den gewiinschten Kosten.

Mit Hilfe dieses Approximationsalgorithmus, so haben Leighton und Rao
gezeigt, kann man eine ganze Reihe weiterer Probleme gut approximieren.
Zwei dieser Probleme, die aufeinander aufbauend gelost werden konnen,
bilden die Grundlage fiir den Approximationsalgorithmus von Bodlaender.
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Definition 5.11 Diinnster Schnitt

Der diinnste Schnitt eines Graphen G=(V,U) ist im ungerichteten Graphen
und ohne Kanten- oder Knotengewichte eine Unterteilung von G in die
Mengen Uund U" = V\U fiir die der Quotient aus der Anzahl der Kanten von
U nach U’ k und dem Produkt aus Anzahl der Knoten in U und in U’ minimal
ist, also W minimal ist. Dies kann - abermals mit Abweichung O(log(n))
vom Optimum - approzimiert werden, indem man Nachfrage und Kapazitat
fiir alle Kanten und Giter auf 1 setzt und den Approximationsalgorithmus fiir
das Problem des minimalen Schnitts eines Netzwerkes mit mehreren Giitern

anwendet.

Bemerkung 5.12 Kantengewichte

Gibt es Kantengewichte, verdndert sich das Problem in der Art, dass der
Quotient aus der Summe der Gewichte der Kanten von U nach U’ und
dem Produkt der Anzahl der Knoten in U und U’ minimiert werden muss.
Auch diese Verallgemeinerung ldsst sich mit einer Abweichung vom Optimum
logarithmisch in der Anzahl der Knoten mit Gewicht ungleich 0 approzimieren.
Dafiir setzt man die Kapazitit einer Kante als ihr Gewicht und wendet
abermals den Algorithmus fiir das Problem des minimalen Schnitts eines
Netzwerkes mit mehreren Gitern an.

Auf dieser Basis kann schliefflich eine Approximation desjenigen Problems an-
gegeben werden, das mafigeblich fiir Bodlaenders Approximationsalgorithmus
ist, den b-balancierten Schnitt.

Definition 5.13 Balancierter Kantenschnitt
Sei b €]0,0,5[. Ein b-balancierter Kantenschnitt eines Graphen G=(V,E) ist
ein Schnitt < U,V \ U > fiir den gilt:

b-[VI < U< (1 =b)V].

Leighton und Rao haben einen Algorithmus angegeben, mit dem man fiir b <
1/3 einen b-balancierten Kantenschnitt finden kann, dessen Grofie wiederum
hochstens logarithmisch vom Optimum abweicht. Auf Basis der bisherigen
Algorithmen ist auch dieser Algorithmus relativ einfach.

Algorithmus 5.14 Ndherung des b-balancierten Kantenschnitts
Man finde eine Niherung < U,U’ > des diinnsten Schnitts mit dem oben
genannten Algorithmus und nenne die kleinere der beiden Mengen U und U’
im Folgenden Uy, die andere Gy. Auf der grofleren Menge rufen wir wieder
den Algorithmus fir den diinnsten Schnitt auf. Im i-ten Schritt nennen wir
jeweils die kleinere Menge des sich ergebenden Schnittes U;, die grifiere Giy1
und fahren mit der gréfieren Menge fort, so lange bis ein j gefunden ist, so
dass |Gj41| < (1 —b)|G|. Dann bildet man die Menge W = \JI_, U; und gibt
den gewiinschten Schnitt als < W,V \ W > zuriick.
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Damit haben wir eine gute Approximation des b-balancierten Kanten-
schnitts erhalten. Daraus kann man (nach [1]) ebenfalls wie folgt einen guten
balancierten Knotenschnitt erhalten. Zunéchst definieren wir, was ein ba-
lancierter Knotenschnitt ist, anschlieend, wie man aus einem balancierten
Kantenschnitt einen balancierten Knotenschnitt gewinnt.

Definition 5.15 b-balancierter Knotenschnitt

Sei b €]0,1]. Ein b-balancierter Knotenschnitt eines Graphen G=(V,E) ist
eine Unterteilung von V in drei Mengen A, B und C, so dass folgende
Bedingungen erfiillt sind. Der Graph G' = (V! =V \ C, E'), wobei E’ genau
diejenigen Kanten aus F enthdlt, die ausschliefllich Knoten aus V’ verbinden,
ist der Gestalt, dass V' = AU B und kein Paar von Knoten aus A und B
liegt in der gleichen Zusammenhangskomponente von G’. Des Weiteren soll
gelten, dass b- |V| > |A] und b-|V| > |B].

Man kann nun mit folgenden Algorithmus aus einem b-balancierten Kanten-
schnitt einen (1 — b)-balancierten Knotenschnitt gewinnen:

Algorithmus 5.16 Approximation eines balancierten Knotenschnitts
Seien A und B die Zusammenhangskomponenten des Graphen G, die durch
einen b-balancierten Kantenschnitt entstanden sind. Wihle eine der beiden
Mengen, 0.B.d.A. A, und konstruiere den Knotenschnitt C. Wihle all dieje-
nigen Knoten aus A aus, die mit einer der geschnittenen Kanten inzidieren
(fiir die in G also eine Kante (u,v) existiert mit u € A und v € B) und
fiige sie C hinzu. So erhdlt man einen 1-b balancierten Knotenschnitt als
Unterteilung von G in die Mengen A\ C,B und C, nach [1]

5.2 Anwendung des b-balancierten Knotenschnitts auf die
Berechnung von Pfad- und Baumzerlegungen

Auf dieser Basis konnen wir jetzt den Approximationsalgorithmus von Bod-
laender und Kloks nach [4] angeben. Zunéchst erstellt man auf Basis des
Algorithmus fiir b-balancierte Knotenschnitte eine Baumzerlegung, anschlie-
Bend setzt man diese in eine Pfadzerlegung um. Diese ist maximal um einen
logarithmischen Faktor abweichend von der optimalen Pfadzerlegung. Die
folgenden beiden Darstellungen sind also stark an [4] angelehnt. Wenn im
folgenden Algorithmus ein 2/3-balancierter Knotenschnitt gefordert wird,
soll dieser mit obigem Algorithmus ausgerechnet werden und die Menge C'
als Schnitt zuriickgegeben werden. Weiter ist G[Z U W] der Graph, der aus
G entsteht, wenn man alle Knoten aus G 16scht, die nicht in Z oder W sind
und die Kantenmenge entsprechend einschrinkt, dass keine Kante zu einem
Knoten mehr existiert, der nicht in Z U W liegt.

Algorithmus 5.17 Ndherung des Baumzerlegungsproblems
input: G=(V,E): Graph, Z, W: disjunkte Mengen von Knoten aus G.
output: Baumzerlegung von G.
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function zerlege(G,Z, W ){
if(3-12] < [W])
return Baumzerlequng, die nur einen Knoten enthdlt, dem Z UW
zugeordnet ist;
else {
S:= 2/3-balancierter Knotenschnitt von W in G[Z UW];
S’:= 2/3-balancierter Knotenschnitt von G[Z U W|;
Seien G1 = (V1, E1), ..., Gy = (V4, Ey) die Zusammenhangskompo-
nenten von G' = (V! = ZUW \ (SUS’), E') wobei E’ alle
Kanten in G sind, die nur Knoten in V' enthalten;
for(int i=1; i < t; ++1i) {
Zi:=ViNZ;
W, =V,NnW;
BZ; :=zerlege(Z;, W; USUS',G);
};
return Baumzerlegung mit Wurzel, die Knoten W U S U S’ enthilt
und einer Kante zu den Wurzeln der BZ;;
};
}

Bemerkung 5.18 % Schnitt einer Teilmenge der Knotenmenge

Im obigen Algorithmus wird der % Schnitt einer Teilmenge der Knotenmenge
gesucht (in der Zeile S:= 2/3-balancierter Knotenschnitt von Win G[ZUW];).
Das wurde bisher nicht thematisiert. Ein %—balancierter Knotenschnitt einer
Teilmenge der Knotenmenge eines Graphen ist ein Knotenschnitt im Graph,
so dass der Graph in zwei Komponenten zerfillt und in keiner Komponente
mehr als % der Knoten aus der Teilmenge enthalten sind. Finen solchen
Schnitt kann man ebenfalls mit den von Leighton und Rao entwickelten Al-
gorithmen finden, es miissen aber einige Anpassungen vorgenommen werden.
Anstatt die Algorithmen noch einmal in dieser verdnderten Form anzugeben,
werden im Folgenden nur die nétigen Anderungen vorgestellt.

Alle Knoten des Graphen G werden mit einem Knotengewicht belegt. Knoten,
die in der Teilmenge W sind, werden mit dem Knotengewicht 1 versehen und
alle anderen Knoten erhalten das Knotengewicht 0. Die Kennzahl p gibt fir
eine Menge von Knoten die Anzahl an Knoten zurick, die ein Knotengewicht
von 1 haben.

Beim linearen Optimierungsproblem miissen die Bedarfe fiir alle Paare von
Knoten aus W weiterhin 1 sein, alle anderen Bedarfe hingegen miissen 0 sein.
Entsprechend muss auch die Bedingung Z(u,v)GV d(u,v) > 1 so angepasst
werden, dass sie nur die Paare von Knoten in W umfasst:

Z(u,v)eW d(uv U) > 1.

Bei der Approximation des UMFP muss die Grenze des Radius ﬁ lauten
und die Genauigkeit des Ergebnisses ist ebenfalls von p statt n abhdngig. Im
Partitionierungsalgorithmus muss n durch p an jeder Stelle ersetzt werden

39



und die Gj werden nur fir Knoten aus W gebildet. Bei der Niherung des
b-balancierten Kantenschnitts muss schliefllich die Grofle der U; und G;
anhand der Anzahl von Knoten mit Gewicht 1 berechnet werden.

Bemerkung 5.19 Beliebige Knotengewichte

Die in der vorhergehenden Bemerkung angegebenen Modifikationen reichen
aus, um die Algorithmen auch auf Graphen mit beliebigen nicht-negativen
Knotengewichten anzuwenden. Das wird allerdings fiir den Algorithmus von
Bodlaender nicht bendtigt.

Beispiel 5.20 Approximativer Baumzerlegungsalgorithmus angewandt
auf einen Beispielgraphen

Um die Rekursion des Baumzerlegungsalgorithmus’ verstindlich zu machen,
betrachten wir beispielhaft einen Rekursionsschritt auf einem Beispielgraphen.
Wir betrachten dazu den im Folgenden dargestellten Beispielgraphen:

>

@)

Abbildung 17: Beispielgraph fiir Rekursionsschritt

Die grau markierten Knoten A und C sind als W ibergeben worden, die
Knoten B, D, E, F und G sind als Z iibergeben worden. Wir wdhlen als S’ die
Menge {D}, denn entfernt man D aus dem Graphen, so zerfdllt dieser in zwei
Komponenten, eine mit den Knoten A, B und C und eine mit den Knoten E,
F und G. Es handelt sich also um einen balancierten Knotenschnitt. Weiter
wdihlen wir als S die Menge {B, D}, entfernt man ndmlich diese beiden
Knoten, so zerfillt der Graph in drei Komponenten, eine die A enthdlt,
eine die C enthdlt und eine die E, F und G enthdlt. Somit enthdlt jede
Komponente hochstens einen Knoten aus W und daher keine Komponente
mehr als % der Knoten aus W. Wir bilden nun eine Tasche, die die Knoten
aus S, S’ und aus W enthdlt, also wird als Tasche {A, B,C, D} gewdhlt. Die
Kindtaschen werden nun durch weitere rekursive Aufrufe gebildet. Dafiir
miissen die Zusammenhangskomponenten in GIW U Z] \ (SUS’) betrachtet
werden, derer es drei gibt.

Fiir die erste Komponente, die nur den Knoten A enthdlt, bilden wir Z, = (),
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denn es ist kein Knoten in der Komponente, der aus Z stammt. W1 enthdlt
den einzigen Knoten der Komponente, der in W war, A. Die Funktion wird
also mit den Eingaben () und {A, B, D} aufgerufen, um die erste Kindtasche
zu erhalten.

Fiir die zweite Komponente, die nur den Knoten C enthilt, bilden wir Zy = (),
denn es ist kein Knoten in der Komponente, der aus Z stammt. Wy enthdlt
den einzigen Knoten der Komponente, der in W war, C. Die Funktion wird
also mit den Eingaben O und {B,C, D} aufgerufen, um die zweite Kindtasche
zu erhalten.

Fiir die dritte Komponente, die die Knoten E, F und G enthdlt, bilden wir
Zs ={FE,F,G}, denn alle drei Knoten stammen aus Z. W3 enthdlt keinen
Knoten, denn es gibt keinen Knoten in der Komponente, der aus W stammt.
Die Funktion wird also mit den Eingaben {E, F,G} und {B, D} aufgerufen,
um die dritte Kindtasche zu erhalten.

Schliefllich wird die so erhaltene Baumzerlegung weiter nach oben an den
Aufrufer gegeben.

Nun haben wir also eine Baumzerlegung des Graphen erhalten, gesucht
war allerdings eine Pfadzerlegung. Diese lisst sich nun mit Hilfe eines von
Ephraim Korach und Nir Soleil [11] vorgestellten Algorithmus’ ermitteln.

Algorithmus 5.21 Umwandlung einer Baumzerlegung in eine Pfad-
zerlegung

Wir fassen zundchst die Baumzerlequng als einfachen Baum auf und suchen
eine Pfadzerlequng dieses Baums. Anschlieffend bilden wir die Pfadzerlegung
des Ursprungsgraphen pz(G), indem wir fir jede Tasche t der Pfadzerlegung
des Baums eine Tasche in pz(G) bilden, die genau die Knoten aus G enthilt,
die die Taschen der Baumzerlegung, die durch t reprdsentiert werden, ent-
halten. Wir verbinden die Taschen genau so, wie in der Pfadzerlegung des
Baums.

Im obigen Algorithmus muss eine Pfadzerlegung eines Baums gebildet werden.
Dafiir verwenden wir den ebenfalls in [11] vorgestellten Algorithmus:

Algorithmus 5.22 Pfadzerlegung eines Baums / Waldes W

Wir wihlen eine Teilmenge der Knoten V von T aus, so dass wenn man diese
aus T entfernt, T so in zwei Teile L und R zerfdllt, dass keiner der Teile mehr
als 2/3 der Knoten enthdlt. Auf Grund der Eigenschaft von W ein Wald zu
sein, reicht dafiir eine 0- oder 1-elementige Menge. Rufe diesen Algorithmus
rekursiv auf L und R auf. Fige dann zur so erhaltenen Pfadzerlegung von
L und R zu jeder Tasche V hinzu und verbinde ein Ende der Pfadzerlegung
von L mit einem Ende der Pfadzerlegung von R. Die Rekursion bricht ab,
wenn sie auf einen einzelnen Knoten trifft. Dessen Pfadzerlequng ist schlicht
eine einzelne Tasche, die nur diesen Knoten enthdlt.
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Somit erhalten wir nach Anwendung all dieser Schritte eine Pfadzerlegung
des Graphen G = (V, E), |E| = n, die maximal eine Pfadweite von O(log(n)-
k -log(n)) = O(log?(n) - k) hat, wobei k die Baumweite des Graphen ist.
Da die Pfadweite grofer gleich der Baumweite ist (jede Pfadzerlegung ist
auch eine Baumzerlegung), weicht die Pfadweite der Approximation also
héchstens O(log?(n)) von einer optimalen Pfadzerlegung ab.

5.3 Zusammenfassung der Ergebnisse

Abschlieflend sei noch einmal die Idee des Algorithmus’ in kompakter Form
vorgestellt. Fiir einen gegebenen Graphen berechnen wir eine Baumzerle-
gung, indem wir den %—balancierten Knotenschnitt des Gesamtgraphen und
den %—balancierten Knotenschnitt einer Teilmenge W der Knotenmenge des
Graphen berechnen. Diese Schnitte teilen den Graphen in Komponenten auf,
auf denen wir die Funktion rekursiv wieder aufrufen, das neue W fiir diesen
Aufruf besteht aus den Knoten, die in den beiden Knotenschnitten enthalten
sind, und den Knoten der Komponente, die schon vorher in W waren.

Um schliefllich aus der Baumzerlegung eine Pfadzerlegung zu gewinnen,
fassen wir die Baumzerlegung als einfachen Baum auf und ermitteln die
Pfadzerlegung, indem wir eine Tasche auswihlen, deren Entfernung den
Baum in zwei moglichst gleichgrofle Wilder zerfallen lésst, bilden rekursiv
die Pfadzerlegung zu beiden Wildern auf die gleiche Weise und fiigen jeder
Tasche der resultierenden Pfadzerlegungen die Knoten hinzu, die in der zuvor
ausgewihlten Tasche enthalten waren.

Es lohnt sich, sich noch einmal einen knappen Uberblick iiber den relativ
umfangreichen Prozess zur Ermittlung eines %-balancierten Knotensschnitts
zu verschaffen. Man bestimmt zunéichst den diinnsten Schnitt des Graphen
und wiederholt das auf dem grofleren der resultierenden Teilgraphen, bis
der groflere der beiden resultierenden Teilgraphen weniger als % der Knoten
enthilt, die Vereinigung der kleineren Teilgraphen ergibt die eine Teilmenge
des Schnitts, der Rest der Knotenmenge des Graphen die andere Teilmenge.
Schlieflich erhélt man den balancierten Knotenschnitt, indem man eine der
beiden Teilmengen des balancierten Kantenschnitts auswahlt und die Menge
der Knoten in dieser Teilmenge des balancierten Kantenschnitts, die adjazent

zu einem Knoten aus der anderen Teilmenge sind, zusammenfasst.

Den Algorithmus zur Bestimmung des diinnsten Schnitts stellt das folgende
Schaubild noch einmal kompakt dar:
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Lose das lineare Optimierungsproblem, das sich ergibt, wenn man jeder
Kante im Graphen eine Kapazitdt von 1 zuweist, jedem Paar von
Knoten im Graphen ein Gut von Bedarf 1 zuordnet und eine minimale
Menge an Gewichten auf die Kanten verteilen mochte, so dass die
Summe aller Abstéinde von Paaren von Knoten im Graphen mindestens 1 ist.

.
( J
Zerlege den Graphen in Komponenten, die einen Radius von hochstens ﬁ haben
.
) |
Enthélt die grofite Komponente mehr als % der Knoten?
.

Nein
Ja
P
Wihle einen Knoten aus der % Teile Komponenten in zwei Mengen
Komponente aus und suche davon auf, so dass jede mindestens é
ausgehend die Teilmenge der der Knoten enthélt
Komponente mit den geringsten Kosten,

diese Menge ist die eine Komponente

des Schnitts und die restlichen
Knoten die andere Komponente

Schwierigkeiten bei der Herausarbeitung dieses Algorithmus’ ergaben
sich sowohl im ersten als auch im zweiten Teil auf Grund sehr knapper Dar-
stellungen in den Quellen. Bodlaender, Gilbert, Hafsteinsson und Kloks [4]
zitieren Leighton und Raos Paper [12] zur Berechnung eines %—Knotenschnitts.
Die Beschreibung des Vorgehens findet sich allerdings nur in [13] und auch
nur fiir den %—Kan‘censchnitt - eine Umwandlung in einen Knotenschnitt
musste noch vorgenommen werden. Die Knotenschnitte einer Teilmenge der
Knotenmenge, fiir die Leighton und Rao ebenfalls zitiert werden, werden in
dieser Form in beiden Arbeiten nicht vorgestellt, so dass der Algorithmus fiir
den Kantenschnitt mit Knotengewichten genutzt werden musste, um die von
Bodlaender, Gilbert, Hafsteinsson und Kloks gesuchten Knotenschnitte zu
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finden. Bei der Bearbeitung der Arbeit von Leighton und Rao [13] hingegen
erwies es sich als Schwierigkeit, dass das lineare Optimierungsproblem in
der Form, wie es in dem Paper vorgestellt wird, kein lineares Optimierungs-
problem ist, daher bedurfte es der Darstellung Iris [10], um die Losung des
Optimierungsproblems zu ermitteln.
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6 Approximationsalgorithmus von Cattell, Dinne-
en und Fellows

Cattell, Dinneen und Fellows haben einen approximativen Algorithmus ange-
geben ([9]), der fiir ein fixiertes k auf einem eingegebenen Graphen in linearer
Zeit entweder feststellt, dass die Pfadweite des Graphen grofler als k ist,
oder eine Pfadzerlegung der Pfadweite von maximal O(2¥) angibt. Der Algo-
rithmus basiert darauf, dass man versucht, einen vollstdndigen Bindrbaum
in den Graphen einzubetten. Gelingt die Einbettung, so ist die Pfadweite
grofler als k, gelingt sie nicht, so kann man aus den Zwischenschritten der
Einbettung eine Pfadzerlegung gewinnen. Auch dieser Algorithmus bedarf
einer gewissen begrifflichen Vorbereitung.

Definition 6.1 Partielle Ordnung

FEine Relation R C M x M iiber der Menge M ist eine partielle Ordnung,
wenn gilt:

1. Reflexivitit: (m,m) € R gilt fiir alle m € M.

2. Transitivitit: Gilt (m1,me) € R und (me,m3) € R fiir my,ma,ms € M,
so gilt auch (m1,ms3) € R.

3. Antisymmetrie: Gilt (my, mg) € R und (m2,m1) € R fir mi,mg € M, so
gilt m1 = ma.

Definition 6.2 Verkleben von Graphen

Wir sagen ein Graph G hat eine Grenze der Gréfe k, wenn es Knoten mit
den Labeln 1, 2, ..., k gibt. Zwei Graphen mit Grenze der Grifie k konnen
verklebt werden, indem man die Knoten mit den Labeln 1, 2, ..., k der beiden
Graphen identifiziert. Der so erhaltene Graph enthdlt alle Knoten des ersten
und des zweiten Graphen, allerdings die Knoten mit den Labeln 1, 2, ..., k
nur jewetls einmal.

Definition 6.3 Topologische Ordnung

Ein Graph G = (Vi, E1) heiffit homdomorph in einen Graphen Go = (Va, Es)
einbettbar, wenn es eine injektive Abbildung h von Ey nach P(Es) gibt (Dabei
ist P(E3) die Menge aller Pfade iber Kanten aus Es), so dass fiir e, es € Ey
gilt: e1 # ea — h(e1) Nh(ez) = 0 und fir alle e € Ey h(e) ein Pfad in Gy ist.
Die topologische Ordnung der Graphen ergibt sich, indem man die Graphen
gemdf ihrer homdéomorphen Einbettbarkeit anordnet.

Definition 6.4 Minorordnung

Fine alternative Definition zu obiger Definition der topologischen Ordnung
ist die Minorordnung. Ein Graph G = (Vi, Ey) ist Minor eines Graphen
Gy = (Va, Es), wenn ein zu Gy isomorpher Graph aus G durch wiederholtes
Loschen von Knoten, Loschen von Kanten, sowie Anwenden der folgenden
Kontraktionsregel gewonnen werden kann:

Fiir ein (u,v) € Ey fihre folgende Schritte aus: Lische (u,v) aus Es, ersetze

45



(fiir alle w € V) alle Kanten der Form (v,w) in Eo durch (u,w), alle Kanten
der Form (w,v) durch (w,u). Losche v aus Es.

Definition 6.5 Unteres Ideal

I C M ist ein unteres (Ordnungs-) Ideal zur partiellen Ordnung > wenn aus
a>bmita €l undbe M folgt: b € I. Die Zerteilungsmenge von U und I
ist{re M\I|-3ye M\ I(z>yA-y>x)}.

Die Menge der Graphen G mit pw(G) < k ist ein unteres Ideal zur topolo-
gischen Ordnung. Der hier vorgestellte Algorithmus nutzt die Feststellung,
dass ein Graph mit n Knoten und einer Pfadweite von maximal k hochstens
nk — (k* + k)/2 Kanten hat.

Definition 6.6 Vollstindiger Bindrbaum

Ein Bindrbaum T=(V,E) der Tiefe k ist vollstindig, wenn jeder Knoten
entweder einen Abstand zur Wurzel von k hat oder genau zwei Nachfolge-
knoten hat. Ein vollstindiger Bindrbaum der Tiefe n hat 2" — 1 Knoten. Im
Folgenden bezeichnen wir mit By, den vollstindigen Bindrbaum der Tiefe h,
mit h(t) das kleinste h so dass By, Pfadweite t hat und mit f(t) die Anzahl
der Knoten von By ).

Satz 6.7 Schranke fiir die Pfadweite eines vollstindigen Bindrbaums
Ein vollstindiger Bindrbaum der Tiefe 2k+2 hat eine Pfadweite grof$er als k.

Diese Aussage ist die zentrale Aussage fiir den Algorithmus von Cattell,
Dinneen und Fellows. Die Richtigkeit dieser Aussage sieht man wie folgt ein:
Ein (nicht notwendigerweise bindrer) Baum der Pfadweite grofier als k ldsst
sich wie folgt konstruieren:

1. Eine einzelne Kante ist der einzige zusammenhéngende Graph der Pfad-
weite 1. Ist eine einzelne Kante ein Minor eines Graphen G, so hat G eine
Pfadweite grofler als 0.

2. Seien T7,T5,T35 Baume der Pfadweite grofler als ¢, dann hat der Baum,
der entsteht, wenn man einen neuen Knoten v bildet und diesen mit den
Wurzelknoten von 77,75 und T3 verbindet, Pfadweite grofler als ¢ + 1.

Der so konstruierte Baum T der Pfadweite grofler als k£ ist ein Minor
des vollstdndigen Bindrbaums der Hohe 2k + 2. Also hat der vollsténdi-
ge Bindrbaum der Hohe 2k + 2 eine Pfadweite grofler als k. Dass T ein Minor
von Bago ist, kann man einsehen, indem man von der Wurzel von 7" aus in
einer Breitensuche jeden Knoten v mit drei Nachfolgern gegen drei Knoten
austauscht, wobei einer der Knoten die beiden anderen Knoten als Kinder
hat und die Nachfolger von v auf die iibrigen beiden Knoten verteilt werden.
Bei dieser Operation wird auf jeder Ebene des Baums die Tiefe des Baums
jeweils um 1 erhoht, T" hat die Tiefe k+2 und insgesamt wird diese Operation
auf k& Ebenen durchgefiihrt. Insgesamt ergibt sich ein (nicht vollstéandiger)
Binéirbaum der Tiefe k + k + 2 = 2k + 2, der natiirlich Minor von Baj o ist.
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Mit dieser Vorbereitung kann nun der eigentliche Approximationsalgorithmus
angegeben werden, der fiir ein festes k entweder feststellt, dass ein eingege-
bener Graph G eine Pfadweite grofler als k hat, oder eine Pfadzerlegung mit
Pfadweite maximal O(2¥) angibt.

Bemerkung 6.8 Vorbemerkungen und FErklirungen zum Algorith-
mus

Der Algorithmus sucht (fir Pfadweite k auf einem eingegebenen Graphen G)
eine Einbettung des vollstindigen Bindrbaums By, wenn dies gelingt, ist
die Pfadweite des Graphen grifer als k. Die Knoten von By werden als
Tokens reprisentiert. Diese Tokens sind Bindrstrings, die den Weg durch
den Bindrbaum reprisentieren. Die Wurzel wird durch den leeren String €
dargestellt und wenn P der Token eines Vaterknotens zweier Kinder ist, dann
reprdisentiert der Token PO den linken, der Token P1 den rechten Kindknoten
von P. Es wird also an den String, der der Token des Vaterknotens ist, eine
1 oder eine 0 angehingt. Weiter sei Pli] die Menge der Knoten in G, die zum
Zeitpunkt 1 mit einem Token versehen sind. Diese Mengen zu speichern ist
essentiell, da diese die gesuchte Pfadzerlequng darstellen, wenn die Pfadweite
des Graphen mit diesem Algorithmus nicht als gréfer als k nachgewiesen
werden kann. Als letzte Vorbemerkung sei angemerkt, dass alle Knoten in G
eingefarbt werden. Zu Beginn des Algorithmus’ sind alle Knoten blau gefdrbt.
Jedes Mal, wenn ein Token auf einem Knoten platziert wird, wird dieser
Knoten automatisch rot gefirbt und dndert seine Farbe nicht mehr.

Zum besseren Versténdnis sei beispielhaft im Folgenden der Token-Baum
der Tiefe 3 dargestellt.

Beispiel 6.9 Token-Baum der Tiefe 3

OO

Abbildung 18: Token-Baum der Tiefe 3
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Algorithmus 6.10 Approximation der Pfadzerlegung, zweite Ver-
sion
Knoten[] GrowTokenTree(){
if(token € noch nicht platziert){
wdhle beliebigen Knoten v aus G und platziere € auf v;
}

while(Es gibt Knoten v € G mit Token T und noch blauem Nachbar v
und es gibt einen Nachfolger-Token T0 oder T1, der noch nicht
platziert wurde){

belege v mit dem (einem der) noch nicht platzierten Nachfolger-
Token T0 bzw. T1;
¥

return Menge der Knoten aus G, die mit Token belegt sind;

Pfadzerlegung zerlege(Graph G){
int i=0;
P[i] = GrowTokenTree();
do{
T = ein Token, das ein nicht gesetztes Kindtoken hat;
Entferne T aus G;
if (T hatte ein Kindtoken, das gesetzt war){
Ersetze alle Tokens T1S oder TOS durch TS;
%
+11;
P[i] = GrowTokenTree();
Ywhile(|Pli]| # f(k)A Es gibt in G noch blave Knoten);
return [P[1], P[2], ..., P[i]]
}

Wenn in der Ausgabe dieses Algorithmus’ alle Knoten von G enthalten
sind, handelt es sich um eine korrekte Pfadzerleqgung von G, sonst hat G eine
Pfadweite grofler als k.

Wenn im obigen Algorithmus die Einbettung des Graphen gelungen ist, so
wird in dieser Version des Algorithmus’ abgebrochen und zuriickgegeben,
dass der Graph nicht die eingegebene Pfadweite hat. Es ist aber in manchen
Fillen moglich, den Algorithmus fortzusetzen und so noch eine Pfadzerlegung
zu erhalten. Dann némlich, wenn ein Blatt-Token auf einen Knoten gesetzt
ist, dessen Nachbarknoten bereits alle rot sind, kann dieses Token entfernt
und der Algorithmus weiter fortgesetzt werden. In der Implementierung des
Algorithmus’, die im Zuge dieser Arbeit erstellt wurde, wird diese Anderung
vorgenommen.
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Satz 6.11 Garantie des Algorithmus

Der obige Algorithmus garantiert fiir Fingaben G und k, dass eine Pfad-
zerlequng mit einer Pfadweite von héchsten 222 gefunden wird, falls die
Pfadweite von G hidchstens k ist. Andernfalls gibt es zwei mégliche Ausgaben.
Entweder wird herausgefunden, dass der Graph eine Pfadweite grifier als k
hat, oder es wird eine Pfadzerlequng mit einer Pfadweite von hichsten 22++2
gefunden.

Beispiel 6.12 Cattells / Dinneens / Fellows Approximationsalgo-
rithmus angewandt
Wir bemiihen ein weiteres Mal den ersten Beispielgraphen:

Abbildung 19: Beispielgraph

und wenden den obigen Algorithmus auf diesen Graphen an. Um eine
verniinftige Pfadzerlequng erhalten zu kénnen, wdahlen wir Pfadweite 0. Zwar
hat der Graph offensichtlich nicht Pfadweite 0, doch kann dennoch eine valide
Pfadzerlegung herauskommen. Wihlt man eine andere Pfadweite, kann es
bei einem so kleinen Graphen passieren, dass alle Knoten in einer Tasche
landen. Im ersten Schritt wird das e-Token auf den Knoten A gelegt und der
Token-Baum darf wachsen. Der Token-Baum sieht nach dem ersten Schritt

()
()

Abbildung 20: Token-Baum nach dem ersten Schritt

SO aus:

Figentlich kénnten wir an dieser Stelle aufhdren und feststellen, dass
der Graph eine grofere Pfadweite als 0 hat, aber da uns die Pfadzerlegung
mehr interessiert als die Pfadweite, priifen wir, ob wir den Algorithmus noch
weiter fortsetzen kénnen.
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Wir wahlen Token 0 zum Ldéschen aus, denn alle Nachbarn von B wurden
bereits mit einem Token versehen und erhalten so, nch einem Grow-Token-
Tree Aufruf, der nichts am Token-Baum verdndert, da alle Nachfolger von A
schon rot sind, den folgenden Token-Baum:

()
(1)

Abbildung 21: Token-Baum nach dem zweiten Schritt

Nun wdahlen wir Token € zum Ldschen aus, denn Token 0, einer der
Nachfolgeknoten von A, ist zur Zeit nicht vergeben. Knoten C erhdlt nun
das e-Token und ldsst man dann den Token-Baum wieder wachsen, so erhdlt
man den folgenden Token-Baum:

Abbildung 22: Token-Baum nach dem dritten Schritt

Anschlieffend sind keine Knoten mehr ibrig, die noch nie ein Token
hatten. Wir kénnen also aufhdoren und die Pfadzerlequng als Folge derjeniger
Knoten angeben, die nach den einzelnen Schritten ein Token besessen haben.
Die so gewonnene Pfadzerlequng sieht dann wie folgt aus:
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Abbildung 23: Resultierende Pfadzerlegung

Zusammenfassend versuchen wir in diesem Approximationsalgorithmus einen
vollstéindigen Bindrbaum einer vorgegebenen Tiefe in den Graphen einzubet-
ten. Gelingt dies nicht vollstéindig und gibt es aber noch Knoten, die noch
nie ein Token hatten, so wahlen wir einen Knoten im Bin&rbaum, der ein
nicht gesetztes Kindtoken hat. Derartige Knoten kénnen wir dann aus der
Einbettung herausnehmen und haben so vielleicht die Moglichkeit, den Baum
in den Graphen einzubetten. Terminiert das Verfahren, ohne zwischendurch
eine vollstdndige Einbettung des Bindrbaums zu erhalten, so erhalten wir
eine Pfadzerlegung indem wir die Knoten, die in den einzelnen Schritten Kno-
ten aus dem Baum zugeordnet waren, zu Taschen zusammenfassen. Gelingt
die Einbettung, so erhalten wir eine untere Schranke fiir die Pfadweite des
Graphen. Dieses Vorgehen wird durch das folgende Schaubild noch einmal
verdeutlicht:
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Wihle zufillig einen blauen Knoten aus, farbe ihn rot

. A
und lege das e-Token auf diesen Knoten Nein
N
Lasse den Token-Baum so weit wie moglich wachsen <J—
a
l J
N
Ist der Token-Baum komplett in den Graphen eingebettet?
J
Nein
Ja
Gib aus ,,Pfadweite ist grofier .
W o & Ist jeder Knoten rot?
als k* und terminiere
Nein
Ja
1 e 1
Gib die Folge der Knoten, die
in den einzelnen Schritten mit Suche einen Token t der ein nicht
einem Token belegt waren als gesetztes Kindtoken hat
Pfadzerlegung zuriick.
J N\ J
Lasse, falls vorhanden, den Teilbaum der unter t liegt nach oben aufriicken.

Gibt es noch ein gesetztes Token?
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7 Anmerkungen zur Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Programm entwickelt, das die beiden
Approximationsalgorithmen umsetzt und Pfad- sowie Baumzerlegungen fiir
einen vom Benutzer eingegebenen Graphen in eine Textdatei speichert. Das
Programm wurde in der Programmiersprache C++ mit Hilfe der Dev-C++
Umgebung und des gce-Compiler fiir Windows entwickelt.

7.1 Aufbau des Programmcodes

Der Programmcode ist auf vier Dateien verteilt, main.cpp, Graph.h, Graph.cpp
und Pfadzerlegung.h. Graph.h enthélt die Header der wichtigsten Graphen-
Klassen. Insbesondere werden in dieser Datei die Klassen Graph, Gplus und
Komponente deklariert. Die Klasse Graph dient der internen Représentation
eines Graphen und bietet eine Reihe wichtiger Funktionalitéiten wie das Su-
chen der Zusammenhangskomponenten oder den Dijkstra-Algorithmus zum
Bestimmen der kiirzesten Wege in einem Graphen. Alle Methoden der Klasse
Graph sind in der Datei Graph.cpp definiert. Die Klasse Komponente fasst
die besonders von Leighton und Rao benétigten Teilmengen der Knotenmen-
ge eines Graphen und kann verwendet werden, um wichtige Kenngréfien wie
die Kapazitit der Komponente oder den Anteil an der Gesamtknotenmenge
des zugehorigen Graphen zu berechnen. Gplus ist von der Klasse Graph
abgeleitet und dient der Reprisentation der GT-Graphen, die zum Beispiel
im Partitionierungsalgorithmus von Leighton und Rao benétigt werden. Pfad-
zerlegung.h enthélt Deklarationen und Definitionen der Pfadzerlegung und
zugehorigen Taschen, sowie der Klasse BaumTasche, die verwendet wird, um
Baumzerlegungen im Programm zu reprisentieren. Aufflerdem enthilt diese
Datei Hilfsklassen fiir die Berechnung einer Pfadzerlegung zu einer gegebenen
Baumzerlegung.

Herzstiick der Implementierung ist aber die main.cpp. In dieser Datei ist
neben dem Hauptprogramm, in dem man einen Graphen eingeben kann
und dann den Algorithmus der Wahl ausfithren kann, die Implementie-
rung der eigentlichen Algorithmen zur Baum- und Pfadzerlegung zu finden.
Im Folgenden werden die drei wichtigsten Methoden fiir den Anwender
knapp vorgestellt. Die Methode BaumTasche* BodlaenderKloks(Graph* g)
ermittelt mit Hilfe des Algorithmus’ von Bodlaender, Kloks, Gilbert und
Hafsteinsson eine Baumzerlegung und gibt diese zuriick. Pfadzerlegung*
BaumZuPfad(BaumTasche* b, Graph* g) ermoglicht die Umwandlung ei-
ner beliebigen Baumzerlegung in eine Pfadzerlegung. Um zu einem Gra-
phen g die Pfadzerlegung nach dem Algorithmus von Bodlaender, Kloks,
Gilbert und Hafsteinsson zu erhalten, wiirde man also den Aufruf Baum-
ZuPfad(BodlaenderKloks(g), g) verwenden. Schliefllich kann man mit Hilfe
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der Methode Pfadzerlegung& CattellDinneenFellows(Graph* g, int pfadweite)
eine Pfadzerlegung nach dem Algorithmus von Cattell, Dinneen und Fellows
berechnen.

7.2 Verwendung des Programms

Zwar sollte die Kompilierung und Verwendung des Programms auch unter
anderen Betriebssystemen moglich sein, da keine Verwendung von system-
spezifischen Befehlen gemacht wurde, die folgende Beschreibung orientiert
sich aber an der Verwendung unter einem Windows-Betriebssystem. Um das
Programm zu starten, muss die Datei ,,Graphen.exe* doppelgeklickt werden.
Anschlieflend erscheint ein Konsolenfenster, das den Benutzer zunéchst auf-
fordert, einen Graphen einzugeben. Um die Eingabe so leicht wie moéglich zu
gestalten, ist sie auf die fiir die Pfad- und Baumzerlegungen wesentlichen
Informationen beschrankt. Zunichst wird der Anwender gefragt, wie viele
Knoten der Graph enthalten soll. Diese werden dann direkt mit den Namen
1,2,...,n, wobei n die eingegebene Zahl ist, angelegt. Anschlieend wird nach
der Anzahl der Kanten im Graph gefragt; da Loops fiir eine Pfadzerlegung
uninteressant sind, sind nur Kanten zwischen zwei verschiedenen Knoten
zuldssig. Die Eingabe der Kanten erfolgt dann {iber die Namen der Knoten.
Mochte man also beispielsweise durch die erste Kante den dritten Knoten
mit dem vierten Knoten verbinden, so gibt man auf die Frage ,,Von welchem
Knoten soll die 1. Kante ausgehen?“ eine 3 ein und auf die Frage ,,Zu welchem
Knoten soll die 1. Kante gehen?“ eine 4. Hat man alle Kanten auf diese Weise
eingegeben, wird der Graph auf der Konsole ausgegeben und man kann aus
vier Optionen wéhlen. Die Aufforderung zur Wahl der Option sieht wie folgt
aus:

Dokumente und Einstellungen',Sebasti

gie viele Kanten soll der Graph hahen?

Uon welchem Knoten soll die 1. Kante ausgehen?l
Zu welchem Knoten soll die 1. Kante gehen?2

Uon welchem Knoten soll die 2. Kante ausgehen?2
Zu welchem Knoten so0ll die 2. Kante gehen?3
Folgender Graph wurde eingegeben:

Graph mit der Knotenmenge:

Knoten 1

Knoten 2

Knoten 3

Und der Kantenmenge:

Kante von Knoten 1 nach Knoten 2

Kante von Knoten 2 nach Knoten 3

Dieses Programm bietet mehrere Funktionen, welche dieser Funktionen soll ausgefu
ehrt werden?

(1> Pfadzerlegung mit Hilfe des Algorithmus’ von Cattell, Dinnean und Fellows
(2> Baumzerlegung mit Hilfe des Algorithmus von Bodlaender wund Kloks

{3> Pfadzerlegung auf Basis einer Baumzerlegung mit Hilfe des Algorithmus’ wvon B
odlaender und Kloks

(4> Programm beenden

Abbildung 24: Screenshot des Programmmeniis

Durch Eingabe der entsprechenden Zahl kann man die Wahl treffen.
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Wiéhlt man eine der drei ersten Optionen, muss man wéhlen, unter welchem
Dateinamen die Ergebnisse abgespeichert werden sollen und im Fall dessen,
dass man die 1 gewéhlt hat, auflerdem noch angeben, mit welcher Pfadweite
als Eingabe der Algorithmus gestartet werden soll. Sobald die Berechnungen
abgeschlossen sind, wird das Ergebnis der Berechnung auf dem Bildschirm und
in die angegebene Datei ausgegeben und man landet wieder im Hauptmenii,
das im obigen Screenshot zu sehen ist.

7.3 Besonderheiten bei der Implementierung

Der Grofiteil des Programmcodes sollte mit Hilfe der obigen Algorithmenbe-
schreibungen relativ einfach nachzuvollziehen sein. Eine Besonderheit findet
sich allerdings bei der Implementierung des Algorithmus’ von Cattell, Din-
neen und Fellows. Die Token werden anders als in der Beschreibung des
Algorithmus’ weiter oben nicht mit Strings bezeichnet. Grund ist, dass sich
natiirliche Zahlen als Namen fiir die Tokens als angenehmer in der Imple-
mentierung erweisen, da man so leicht auf Arrays zuriickgreifen kann. Die
Wurzel des Baums wird nicht mit € sondern mit 0 bezeichnet und fiir einen
Knoten mit der Nummer ¢ gilt: Das linke Kind des Knotens wird mit der
Nummer 2 - ¢ + 1 und das rechte Kind des Knotens wird mit der Nummer
2 -1+ 2 versehen. Die Korrektheit dieser Nummerierung sieht man wie folgt
ein:

Induktionsanfang: i =0:2-04+1=1 und 2-0+ 2 = 2. Fiir alle Knoten
auf der ersten Ebene gilt die Aussage also.

Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gelte fiir alle Ebenen von 1 bis k.

Induktionsschritt: Zeige: Die Aussage gilt auch fiir k& + 1.
Ein vollstdndiger Bindrbaum der Tiefe ¢ hat 2¢ — 1 Knoten. Der letzte
Knoten auf der Ebene k hat also den Index 2 —2 und der letzte Knoten
auf der Ebene k+ 1 hat den Index 28T — 2. Sei Knoten 4 auf der Ebene
k+1 des Bindrbaums, dann gilt, dass i sich schreiben lisst als 28 —2+ j,
j € N, Knoten ¢ ist also der j-te Knoten auf der k + 1-ten Ebene. Jeder
Knoten vor ¢ auf der j-ten Ebene hat zwei Kinder, die ersten 2- (5 — 1)
Knoten der k + 2-ten Ebene sind also die Kinder der Knoten vor dem
Knoten ¢ und die néchsten beiden Knoten sind die Kinder des Knotens
i. Das linke Kind hat also den Index 2¥+! — 24 2. (5 — 1) + 1 und
das rechte Kind den Index 281 — 2 4 2. (j — 1) + 2. Nun gilt aber
okl _242.(j-1)=2-2"-2+2.j-1)=2-2"-1+j-1)=
2-(2F 4 j —2) = 2-i. Also gilt die Aussage auch fiir die Ebene &k + 1.
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7.4 Vergleichstest der Algorithmen

Die folgende Tabelle zeigt das Ergebnis eines Vergleichstests zwischen den
beiden Approximationsalgorithmen fiir die optimale Pfadzerlegung. Insge-
samt wurden Laufzeit und Giite anhand von fiinf verschiedenen Graphen
verglichen. Algorithmus 1 ist in der folgenden Tabelle der Algorithmus von
Bodlaender, Kloks, Hafsteinsson und Gilbert, Algorithmus 2 der von Cattell,
Dinneen und Fellows. Auflerdem wird die Zeit, die fiir das Losen des ersten
linearen Optimierungsproblems im Algorithmus 1 zur Bestimmung von S’
benétigt wird, aufgefithrt. Diese Kennzahl wird aufgefiithrt, weil dieses Mal
das einzige Mal ist, dass das Optimierungsproblem fiir den gesamten einge-
gebenen Graphen gelost werden muss, in allen weiteren Rekursionsschritten
werden nur noch Teilgraphen des Gesamtgraphen betrachtet.

Auf Grund des Zufallselements des zweiten Algorihmus’ wurde dieser insge-
samt fiinf Mal je Graph ausgefiihrt und die Pfadweiten der so entstandenen
Pfadzerlegungen angegeben. Fiir alle Graphen wurde als Eingabe k = 1
gewahlt. Fiir den ersten Graphen findet der Algorithmus mit & = 0 hin und
wieder eine Pfadzerlegung mit Pfadweite 0, meistens aber findet er iiberhaupt
keine zuldssige Pfadzerlegung. Die Ergebnisse zeigen, dass Algorithmus 1
fiir kompliziertere Graphen bessere Ergebnisse liefert als Algorithmus 2. Die
Laufzeit hingegen wird bei Algorithmus 1 sehr schnell viel schlechter, so dass
dieser fiir Graphen jenseits von 20 Knoten zur Zeit nur mit viel Geduld zu
gebrauchen ist. Algorithmus 2 hingegen hat trotz mehrerer Textausgaben
nie mehr als eine Sekunde fiir seine Berechnungen benétigt.

Die fiinf Graphen lassen sich wie folgt beschreiben. G; ist ein Pfad und
G ein vollstandiger Bindrbaum der Tiefe 4. G5 ist eine Clique der Grofle 5,
zudem ist jeder Knoten der Clique mit zwei Knoten des Grades 1 verbunden.
Bei G4 handelt es sich um einen Kreis und (5 ist ein Dreieck, dessen Seiten-
mittelpunkte wiederum ein Dreieck bilden. Abbildungen 24 bis 28 zeigen die
Graphen G bis Gs.

Gy Gy |Gz |Gy | G5
Anzahl Knoten: 20 15 15 10 6
Anzahl Kanten: 19 14 20 10 9
Zeit Algorithmus 1: 10:52 | 2:09 | 7:32 | 0:18 | 0:04
Zeit Algorithmus 2: 0:01 | 0:01 | 0:01 | 0:01 | 0:01
Zeit zur Berechnung des ersten S’: | 9:56 | 2:07 | 7:32 | 0:15 | 0:03
Pfadweite Algorithmus 1: 7 7 5 5 4
Pfadweite Algorithmus 2: 3-7 10 10 6 5
Baumweite Algorithmus 1: 4 7 5 4 4
Pfadweite des Graphen: 1 2 5 2 3
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Abbildung 27: G5






8 Ausblick

Im zweiten Kapitel wurde die zugrundeliegende Motivation fiir diese Ar-
beit gegeben, im Folgenden soll noch ein kurzer Uberblick dariiber gegeben
werden, wie mit Hilfe einer Pfadzerlegung der Graphen G eine Folge von
Operatoren gefunden werden kann, die den Graphen G bilden. Hypergra-
phen werden dabei als gewohnliche Graphen aufgefasst, bei denen k-stellige
Hyperkanten durch @ Kanten zwischen den beteiligten Knoten ersetzt
werden.

Die erste Tasche einer Pfadzerlegung wird in eine Folge von Operatoren
umgewandelt, indem nacheinander alle Kanten von G, fiir die die beteiligten
Knoten in der Tasche enthalten sind, mit der Operation edge hinzugefiigt
werden. Knoten, die auf diese Weise doppelt hinzugefiigt wurden, werden
anschlieBend (oder besser so frith wie méglich, um das Interface so klein wie
moglich zu halten) mit fuse verschmolzen, dafiir sind die Umsortieroperato-
ren perm und trans zu beachten. Dann werden alle Knoten, die noch nicht
im Interface sind, hinzugefiigt. Ausgehend von einer Tasche, die bereits in
Operatoren umgeformt wurde, gewinnt man aus der néchsten Tasche in der
Pfadzerlegung die néchsten Operatoren, indem man zunéchst mit res all die-
jenigen Knoten aus dem Interface entfernt, die in der néchsten Tasche nicht
mehr enthalten sind und dann alle neu hinzugekommenen Kanten hinzufiigt
(gef. wieder gleiche Knoten mit fuse verschmelzen) und neu hinzugekommene
Knoten, die noch mit keiner Kante verbunden sind, mit vertex hinzufiigt.
Das néchste Ziel ist es also, aus den Pfadzerlegungen auf ebendiese Weise
Eingaben fiir das Programm zu Christoph Blumes Diplomarbeit zu gewinnen.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Approximationsalgorithmen bieten noch
Raum fiir Verbesserungen. Insbesondere die Laufzeit ldsst sich teilweise er-
heblich verbessern. Ein Flaschenhals des Algorithmus’ von Leighton und Rao
ist das lineare Optimierungsproblem, das sich zwar in Polynomzeit 16sen
lésst, aber dennoch fiir grofle Graphen als sehr langwierig erweist. Farhad
Shahrokhi und D. W. Matula [17] haben einen Approximationsalgorithmus
fiir das Maximalflussproblem mit mehreren Giitern vorgestellt, der eine Be-
schleunigung des Gesamtverfahrens ermdglicht. Dieser Algorithmus ben6tigt
allerdings enorm hohe Rechengenauigkeiten. Der Algorithmus von Shahrokhi
und Matula basiert auf einer Distanzfunktion, die zunéchst allen Kanten das
gleiche Gewicht zuordnet. Anschlieend werden die Pfade zwischen Knoten
betrachtet, auf denen keine Kanten mit Gewicht Null liegen. Dann wird fiir
ein Paar von Knoten von dem Pfad der (interpretiert man die Gewichte als
Fliisse) den grofiten Fluss hat, Fluss auf denjenigen Pfad umverteilt, der den
kleinsten Fluss zwischen den beiden Knoten hat.

Aufgrund der bereits zuvor genannten komplexitéitstheoretischen Ergeb-
nisse ist, falls P # N P, nicht zu erwarten, dass ein genauer Algorithmus fiir
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das Pfadweitenproblem in Polynomzeit gefunden wird. Ungiinstig erscheint,
dass im Approximationsalgorithmus von Bodlaender sehr viele Hilfsprobleme
gelost werden miissen, um schliellich eine Approximation des Pfadweiten-
problems zu finden, auch in dieser Hinsicht gibt es sicherlich Verbesserungs-
potential.

Der Algorithmus von Cattell, Dinneen und Fellows hingegen liefert oft sehr
schlechte Pfadzerlegungen mit unnétig grofien Pfadweiten. Eine Verbesse-
rungsmoglichkeit wére, auch vollstdndige Bindrbdume zur Einbettung zu
verwenden, die nicht eine Tiefe der Form 2 - k 4+ 2, k£ € Ny haben. Dadurch
konnte man, falls man keine Pfadzerlegung mit Eingabe k findet und nur eine
sehr schlechte Pfadzerlegung mit Eingabe k 4 1 findet, in manchen Fillen
eine bessere Pfadzerlegung erhalten. Dieses Vorgehen hétte allerdings den
Nachteil, dass man im Fall des Misserfolgs eines solchen Durchlaufs keine
Aussage iiber die Pfadweite treffen kann, die man nicht auch schon auf Grund
des Durchlaufs mit Eingabe k treffen konnte.

AuBerdem wird, wie bereits im Beispiel zum Algorithmus von Cattell, Din-
neen und Fellows erwéhnt, nicht sofort aufgegeben, wenn eine Einbettung
des Baums in den Graphen gefunden wurde. Manchmal kann man dennoch
eine valide Pfadzerlegung mit dem aktuellen Ansatz finden, dann namlich,
wenn eines der Blitter des Baums auf einen Knoten gemapt wird, der keine
Knoten mehr als Nachbarn hat, die noch nicht mit einem Token belegt
wurden. Dann kann man das Token von diesem Knoten einfach entfernen.
In der Implementierung wird das ausgenutzt, der Anwender aber dariiber
informiert, dass bereits sicher ist, dass die Pfadweite des Graphen grofler als
die eingegebene Pfadweite ist.

Abgesehen von den hier vorgestellten Algorithmen sind auch noch eine
ganze Reihe von Algorithmen bekannt, die Baum- oder Pfadzerlegungen fiir
bestimmte Klassen von Graphen erméglichen. So ist beispielsweise fiir trian-
gulierte Graphen (das heifit, dass bei jedem Kreis, der vier oder mehr Knoten
enthélt zwei Knoten enthélt, die im Kreis nicht nebeneinander liegen, aber
adjazent zueinander sind) ein Verfahren bekannt, das mit Hilfe so genannter
perfekter Eliminationsschemata die optimale Pfadzerlegung in Polynomzeit
berechnet. Dieses Verfahren kann auch als Approximationsverfahren fiir alle
anderen Graphen verwendet werden, indem man die Eigenschaft, trianguliert
zu sein, durch zusétzliche Kanten herstellt [6].
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