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Teil 1

Grundlegende Definitionen



Kapitel 1

Einleitung

Graphtransformationssysteme sind ein méchtiges Werkzeug zur System-
modellierung und -analyse in der Informatik [18]. Aber auch abseits der
Systemmodellierung haben Graphtransformationssysteme interessante An-
wendungen, so konnen sie beispielsweise zur Analyse neuronaler Netzwerke
[7] verwendet werden oder zur Optimierung im Compilerbau, sofern eine
Graph-basierte Zwischensprache verwendet wird [5]. AuBlerhalb der Informa-
tik wird Graphtransformation ebenfalls, beispielsweise zur Beschreibung von
Strukturen in der Mikrobiologie verwendet [17].

Graphtransformationssysteme bieten Regelsysteme, die verédnderliche Graph-
strukturen beschreiben kénnen. So kann man beispielsweise den Zustand eines
Programms als Graphen ausdriicken und ein Graphtransformationssystem an-
geben, das die Verhaltensweise eines Programms auf einem Zustandsgraphen
beschreibt. Die Ausdrucksméchtigkeit von Graphtransformationssytemen ist
hoch, was sie zu angenehmen Modellierungswerkzeugen macht. Allerdings
geht mit der hohen Ausdrucksméchtigkeit auch eine hohe Komplexitét einher.
Graphtransformationssysteme sind Turing-vollstdndig, das heifit, man kann
auf Graphtransformationssystemen (zusammen mit sequentieller Kompositi-
on der Regeln und der Moglichkeit der Iteration) allgemeine Turingmaschinen
simulieren, wie Annegret Habel und Detlef Plump, [10], gezeigt haben.

Das hat zur Folge, dass viele Fragen bezogen auf ein Graphtransformations-
system unentscheidbar sind. So ist zu einem gegebenen Graphtransforma-
tionssystem und einem Startgraphen die Frage, ob dieses System auf dem
Startgraphen jemals terminiert, also keine Regelanwendung mehr moglich
ist, unentscheidbar, auch viele andere Unentscheidbarkeitsresultate lassen
sich auf den Fall der Graphtransformationssysteme {ibertragen. Um dennoch
relevante Aussagen iiber Graphtransformationssysteme treffen zu kénnen,
bedarf es approximativer Ansétze. Statt eines Entscheidungsverfahrens, ob
ein Graphtransformationssystem auf einem gegebenen Startgraphen jemals
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terminiert, kann man beispielsweise ein Semientscheidungsverfahren oder ein
Verfahren, das nur einseitig Fehler macht, untersuchen.

Fiir Stringersetzungssysteme wurde von Geser et al., [8], ein erfolgreiches
Semi-Entscheidungsverfahren umgesetzt. Ziel dieser Arbeit ist es nun, die
Moglichkeiten der Umsetzung dieses Verfahrens auf das Setting der Graph-
transformationssysteme zu untersuchen. Der Vorteil dieses Ansatzes ist es,
dass fiir Graphtransformationssysteme viele zu Stringersetzungssystemen sehr
shnliche Konzepte und Eigenschaften existieren. Daher wird in dieser Arbeit
die Moglichkeit untersucht, ein Verfahren in Anlehnung an das Verfahren aus
[8] zu entwerfen, das fiir ein gegebenes Graphtransformationssystem nach-
weist, dass es Match-beschrinkt ist. Gelingt der Nachweis, dass ein System
Match-beschréankt ist, so folgt hierdurch, dass das System auch terminierend
ist. Die Konstruktion im Stringersetzungsfall basiert allerdings auf einem
Satz, der den Erhalt der Eigenschaft der Regularitét einer Sprache betrifft.
Der Begriff der reguléren Sprache wurde auf den Graphenfall verallgemeinert
durch den Begriff der Erkennbarkeit.

Diese Arbeit ist in drei Teile unterteilt. Im ersten Teil werden wir die Grundla-
gen legen, insbesondere werden wir den Begriff der erkennbaren Pfeilsprache
und der erkennbaren Graphsprache kennen lernen. Hierzu werden wir einige
Grundbegriffe der Kategorientheorie verwenden, die ebenfalls im ersten Teil
definiert werden.

Betrachtet man den Algorithmus aus [8], so basiert er stark auf der Eigen-
schaft des Erhalts der Regularitidt. Um eine vergleichbare Eigenschaft im
Graphen-Fall zu erhalten, miissen wir jedoch zunichst einmal eine Reihe
von Abschlusseigenschaften untersuchen. Fiir regulidre Sprachen ist bekannt,
dass diese abgeschlossen sind unter Substitution, der Restriktion und der
Anwendung invers kontextfreier Regeln - diese drei Abschlusseigenschaften
werden in [12] verwendet, um den Erhalt der Regularitét zu beweisen. Weiter-
hin sind regulére Sprachen abgeschlossen unter Konkatenation, Anwendung
loschender Regeln, sowie unter der Anwendung des Kleene-Sterns [3]. In der
Vergangenheit [4] wurde bereits gezeigt, dass die erkennbaren Graphsprachen
abgeschlossen sind unter Vereinigung, Schnitt (und somit auch Restrikti-
on) und Komplementbildung. Die Konstruktion ist in diesem Fall d&hnlich
zu den bekannten Konstruktionen fiir regulédre Sprachen, so dass in dieser
Arbeit nicht ndher auf die entsprechenden Beweise eingegangen wird. Im
zweiten Teil der Arbeit untersuchen wir daher, welche der Abschlusseigen-
schaften sich auch auf den Fall erkennbarer Graphsprachen iibertragen lassen.

Im dritten Teil werden wir schliellich zunéichst den Algorithmus zur Termi-
nierungsanalyse fiir Stringersetzungssysteme kennen lernen. Hierzu werden
wir die Begriffe der l6schenden und der Match-beschréinkten Stringerset-
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zungssysteme kennen lernen und alle fiir den Analyseansatz wichtigen Kon-
struktionsschritte und Sétze zitieren. Da die Beweise der Aussagen allerdings
bereits in [8] und [12] vorgestellt wurden, verzichten wir in diesem Abschnitt
auf die Beweise der Aussagen.

Im zweiten Kapitel des dritten Teils werden wir dann die Begriffe der 16schen-
den und Match-beschrinkten Graphtransformationssysteme in Analogie zu
16schenden und Match-beschrinkten Stringersetzungssystemen definieren
und einige Eigenschaften dieser untersuchen. Schliellich werden wir un-
tersuchen, ob loschende Graphtransformationssysteme die Erkennbarkeit
erhalten, was im String-Setting eine wesentliche Voraussetzung dafiir ist,
dass das vorgestellte Verfahren zur Uberpriifung auf Terminierung ein Semi-
Entscheidungsverfahren ist.



Kapitel 2

Grundbegriffe der
Kategorientheorie

Die in dieser Arbeit verwendeten Graphsprachen basieren auf Begriffen aus
der Kategorientheorie. Diese dient unter Anderem als Verallgemeinerung
der Mengenlehre. Zunéchst ist zu kliren, was eine Kategorie {iberhaupt ist,
aulerdem bendtigen wir zumindest die Definitionen des Pushouts und des
Cospans, um schliefSlich den Begriff der Erkennbarkeit definieren zu konnen.
Die Definitionen in diesem Kapitel folgen [16], die Darstellung der ersten
drei Definitionen ist nahezu wortlich [14] entnommen.

Definition 2.1 (Kategorie)

Eine Kategorie C ist ein Tupel aus einer Sammlung von Objekten O, einer
Sammlung von Pfeilen P (oder auch Morphismen) und einem Kompositions-
operator o fir die gilt:

Jedem Pfeil f ist ein Definitionsbereich dom(f) € O und ein Bildbereich
cod(f) € O zugeordnet. Fiir einen Pfeil f mit dom(f) = A und cod(f) =B
schreiben wir auch f: A — B. Der Kompositionsoperator o verkniipft zwei
Pfeile f und g genau dann als go f, wenn cod(f) = dom(g). Fiir den Kompo-
sitionsoperator gilt das Assoziativgesetz, das heifst fiir drei Pfeile f : A — B,
g:B—=>C,h:C— D gilt

ho(gof)=(hog)of.

Zudem gibt es fiir jedes Objekt A € O einen Identititspfeil ida : A — A. Die
Identitatspfeile gentigen dem Identitdtsgesetz, das heif$t es gilt fiir jeden Pfeil
f:A— B:

idpof=f
und

foida=f.
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Eines der wichtigsten Konzepte der Kategorientheorie ist der Funktor, eine
strukturerhaltende Abbildung zwischen verschiedenen Kategorien.

Definition 2.2 (Funktor)
Seien C und D Kategorien, dann ist ein Funktor F : C — D eine Abbildung,
die jedes C-Objekt A auf ein D-Objekt F(A) abbildet und jeden C-Pfeil
f:+A— B auf einen D-Pfeil F(f): F(A) — F(B) abbildet, so dass fir alle
C-Objekte A und konkatenierbare C-Pfeile f und g gilt: F(ida) = idg(a)
und F(go f) = F(g)o F(f).

Definition 2.3 (Pushout)

Seien f: A — B und g: A — C Pfeile einer Kategorie. Fin Pushout dieser
Pfeile ist ein Objekt P - das Pushoutobjekt - und zwei Pfeile f': C — P und
g : B — P, s0dass f'og =g of und wenn es ein Objekt X und zwei Pfeile
f":C — X und g" : B— X gibt, fiir die ebenfalls f" og=g" o f gilt, dann
gibt es genau einen Pfeil k : P — X, so dass f" = ko f' und ¢" = kog'.
Vgl. auch folgende Abbildung:

Abbildung 2.1: Pushout

Der hierzu duale Begriff des Pullbacks wird in dieser Arbeit ebenfalls eine
wichtige Rolle spielen.

Definition 2.4 (Pullback)

Seien f: A— C und g : B — C Pfeile einer Kategorie. Ein Pullback dieser
Pfeile ist ein Objekt P - das Pullbackobjekt - und zwei Pfeile f' : P — B und
g P — A, sodass fog =gof gilt. Weiterhin, wenn es ein Objekt X und
zwei Pfeile f” : X — B und g" : X — A gibt, fiir die ebenfalls go f” = fog”
gilt, dann gibt es genau einen Pfeil k : X — P, so dass f" = f' ok und
g =g ok. Vgl. auch folgende Abbildung:



KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER KATEGORIENTHEORIE 7

Abbildung 2.2: Pullback

Definition 2.5 (Pushout-Komplement)

Gegeben seien zwei Pfeile f : A — B und g : B — C. Wir nennen zwei Pfeile
h:A— D undk: D — C das Pushout-Komplement der Pfeile f und g,
falls das Diagramm, das die vier Pfeile enthdlt, einen Pushout bildet.

Wichtig fiir das Versténdnis von Graphsprachen ist schliellich noch der Begriff
des Cospans. Zur Definition des Cospan-Begriffs benotigen wir allerdings
noch den Begriff des Isomorphismus, vgl. [16]:

Definition 2.6 (Isomorphismus)

Einen Pfeil f : A — B nennen wir einen Isomorphismus, wenn es einen
inversen Pfeil (oder kurz ein Inverses) f~1: B — A gibt, so dass f 1o f =
idp sowie fo f~1 = id richtig sind.

Weiterhin nennen wir zwei Objekte A und B isomorph, wenn es einen
Isomorphismus f : A — B gibt.

Definition 2.7 (Kommutierendes Diagramm)

Wir sagen ein Diagramm (eine Darstellung von Objekten und Pfeilen einer
Kategorie) kommutiert, falls fir jedes Paar von dargestellten Sequenzen von
konkatenierbaren Pfeilen f1, ..., fn und g1, ..., gm mit dom(f1) = dom(f2) und
cod(fn) = cod(gm) gilt

fnofn-10..0fi =gmogm-10...04.
Die nachfolgende Definition ist [4] entnommen.

Definition 2.8 (Cospan und Cospan-Kategorie)

Sei C eine Kategorie in der fir alle Paare von Pfeilen mit gleichem Definiti-
onsbereich der Pushout existiert. Fin Cospan ist ein Paar von Pfeilen aus
dieser Kategorie (cr,cr) mit dem gleichen Bildbereich, wir schreiben:

c: JEGEK.
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Wir nennen zwei Cospans

und o .
co:J S H&EK
dquivalent wenn es einen Isomorphismus h zwischen G und H gibt, so dass

das folgende Diagramm kommutiert:

Abbildung 2.3: Isomorphie-Bedingung

Wir identifizieren im Folgenden die Aquivalenzklassen von Cospans, die durch
die Isomorphie-Definition gebildet werden, mit ihren Reprisentanten.

Die Konkatenation zweier Cospans c1 : J Cl# G C<1—R M und cy : M 62# H C<2—R
K bilden wir wie folgt. Sei M' das Pushoutobjekt des Pushouts von ¢z, und
i, | der Pfeil von G nach M' und g der Pfeil von H nach M'. Dann ist

die Konkatenation von c1 und co der Cospan
71 e i

Mit dieser Definition ist auch Cospan(C), die Kategorie mit den Objekten
von C als Objekten, den Aquivalenzklassen der Cospans tiber C als Pfeilen
und der oben definierten Konkatenation, tatsdchlich eine Kategorie. Die
Identititspfeile dieser Kategorie sind die Cospans die aus Paaren von zwei
Identitdtspfeilen aus C gebildet werden. Wir nennen Cospan(C) die Cospan-
Kategorie von C.

Bemerkung 2.9 Fiir die Konkatenation verwenden wir je nach Kontext
zwei verschiedene Schreibweisen. Statt f o g schreiben wir mit gleicher Be-
deutung auch manchmal g; f.

Um in dem folgenden Unterkapitel die adhésiven Kategorien zu definieren
und wichtige Eigenschaften adhésiver Kategorien zu verstehen, bendtigen
wir noch drei weitere Grundbegriffe der Kategorientheorie.
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Definition 2.10 (Monomorphismus)
FEin Monomorphismus ist ein Pfeil f : X — Y, fir den gilt: Fiir je zwei
Pfeileg: Z - X und h: Z — X mit fog= foh gilt g=h.

Definition 2.11 (Produkt)
Das Produkt zweier Objekte A, B ist ein Objekt A x B zusammen mit zwei
Pfeilen w1 : Ax B — A und mo : A X B = B, so dass fiir jedes Objekt C
und Paar von Pfeilen f:C — A und g : C — B genau ein vermittelnder
Pfeil h existiert, so dass das folgende Diagramm kommutiert, so dass also
gilt mmoh=f und myo h = g:

h
f

™2

c
X

A

s

B

T

Abbildung 2.4: Produkt

Analog zu Pushout und Pullback gibt es auch einen dualen Begriff zum
Produkt, das Coprodukt, der in der nachfolgenden Definition vorgestellt
wird.

Definition 2.12 (Coprodukt)

Das Coprodukt zweier Objekte A, B ist ein Objekt A+ B zusammen mit zwei
Pfeilen m : A — A+ B und mo : B — A+ B, so dass fiir jedes Objekt C
und Paar von Pfeilen f: A — C und g : B — C genau ein vermittelnder
Pfeil h existiert, so dass das folgende Diagramm kommutiert, so dass also
gilt homy = f und homgy = g:

T

A

B

™2

A+ B
h

C

Abbildung 2.5: Coprodukt



Kapitel 3

Erkennbare Graphsprachen

Die Definitionen dieses Kapitels folgen, wenn nicht anders angegeben, [4].
Zunichst definieren wir die Kategorie HGraph von Hypergraphen und
Graphmorphismen.

Definition 3.1 (Die Kategorie HGraph)

Es sei A ein festes Alphabet von Labels. Ein (Hyper-) Graph (iber A) ist ein
Vier-Tupel G = (Vg, Eq, attg,labg). Vi ist die Menge der Knoten, E¢q die
Menge der Kanten, att : Eq — V3 die Verkniipfungsfunktion (wobei Vi die
Menge der Sequenzen von Elementen aus Vg ist) und labg : Eq — A die
Label-Funktion. Wir nennen die Knoten att(k) die zu k inzidenten Knoten
und nennen zwei Knoten adjazent in einem Graphen, wenn es eine Kante
mm Graphen gibt, die mit beiden Knoten inzidiert. Ein Graph G ist zusam-
menhdngend, falls fiir jedes Paar von Knoten u, v des Graphen G eine Se-
quenz von Knoten u = vy, va, ..., v, = v existiert, so dass firi=1,2,....n—1
gilt: v; und viy1 sind adjazent.

Ein Graphmorphismus f zwischen zwei Graphen G und H ist ein Paar von
Funktionen (fv, fg) mit

fV Vo — Vg
und

fE : EG — EH
so dass gilt:

labg o fg = labg
und
atty o fr = fir o attg.

Dabei ist f], die Erweiterung von fyv auf Sequenzen, die sich ergibt, wenn
man fy elementweise auf Sequenzen anwendet.
Den Graphen mit leerer Knoten- und Kantenmenge nennen wir ().

Die Kategorie HGraph ist schliefllich die Kategorie, die Hypergraphen als
Objekte und Graphmorphismen als Pfeile hat.

10
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Wichtig ist vor allem die Kategorie Cospan(HGraph), also die Kategorie die
Cospans von Hypergraphen als Pfeile hat. Mit dieser Vorbereitung kénnen
wir nun die Begriffe Automaten-Funktor, erkennbare Pfeilsprachen und
schlieflich erkennbare Graphsprachen definieren.

Definition 3.2 (Automaten-Funktor)

Es sei C eine Kategorie und A : C — Rel ein Funktor, der jedes Objekt X
von C auf eine endliche Menge A(X) abbildet und jeden Pfeil f: X —Y
auf eine Relation R(f) C A(X) x A(Y). Wir nennen das Bild eines Objekts
X von C unter A die Menge der Zustinde von X. Fir jede Menge A(X)
gebe es eine ausgezeichnete Menge I;? von Startzustinden und eine Menge
Fj? der Endzustinde. Dann nennen wir A einen Automaten-Funktor.

Definition 3.3 (Erkennbarkeit)

Es sei A ein Automaten-Funktor in der Kategorie C und J, K zwei Objekte
von C. Die (J,K)-Sprache Lji(A) ist definiert als die Menge, die alle
solchen Pfeile f : J — K enthdlt, fir die ein s € Ij‘ und ein t € F;?
ezistieren, die durch A(f) in Relation gesetzt werden. Eine Menge Lj i von
Pfeilen von J nach K ist erkennbar in C, wenn sie die (J, K)-Sprache eines
Automaten-Funktors A : C — Rel ist.

Definition 3.4 (Erkennbare Graph-Sprachen)
Eine Menge L von Graphen mit innerem Interface J und duferem Interface
K ist erkennbar, wenn

L]J:{[G}:J—}G%K’GEL}
eine erkennbare Sprache in der Kategorie Cospan(HGraph) ist.

Die letzten vier Definitionen sind aus [4] entnommen und folgen stellenweise
wortlich der Darstellung in [14].

Eine erkennbare Graphsprache ist also eine erkennbare Pfeilsprache in der
Kategorie Cospan(HGraph).

Erkennbare Graphsprachen sind aber nicht die einzigen erkennbaren Sprachen.
In einigen Féllen lassen sich Eigenschaften gleich fiir eine ganze Familie
von erkennbaren Sprachen beweisen. In dieser Arbeit wird unter anderem
gezeigt, dass die Konkatenation zweier erkennbarer Graphsprachen wieder
eine erkennbare Graphsprache ergibt. Dieser Satz wird allerdings zunéchst
ohne direkten Bezug auf die Kategorie HGraph bewiesen. Stattdessen
betrachten wir allgemeiner adhésive Kategorien. Die Kategorie HGraph
selbst ist eine adhésive Kategorie, es gibt allerdings auch andere adhésive
Kategorien. Wir wollen im Folgenden nun den Begriff der adhésiven Kategorie
definieren.

Die folgende Definition ist nach [15].
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Definition 3.5 (Van-Kampen-Viereck)
Es sei ein Pushout P wie in der folgenden Abbildung gegeben:

D

B
Y f

A

m C

Abbildung 3.1: Van-Kampen-Viereck

Falls dieser Cospan fiir jeden kommutierenden Wiirfel wie in Abbildung 3.2
(in der Abbildung wird der Wiirfel von oben betrachtet) in dem der Cospan
den Boden des Wiirfels bildet und in dem die die beiden hinteren Seiten des
Wiirfels Pullbacks sind die folgende Bedingung erfillt:

e Die vorderen beiden Seiten sind Pullbacks, genau dann, wenn die obere
Seite ein Pushout ist

so nennen wir diesen Pushout P ein van-Kampen-Viereck.

Abbildung 3.2: Wiirfel

Die folgende Definition ist [15] entnommen.

Definition 3.6 (Adhdsive Kategorien)

Eine Kategorie C nennen wir adhdsiv, wenn die folgenden drei Bedingungen
erfillt sind:

e C hat Pushouts entlang von Monomorphismen, das heifit, entlang
Monomorphismen existiert immer ein Pushout
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e C hat Pullbacks, das heifit, gegeben zwei Pfeile f und g wie in der
Definition des Pullbacks, existiert immer ein Pullback.

o Pushouts entlang Monomorphismen sind van-Kampen-Vierecke.

Adhisive Kategorien haben einige angenehme Eigenschaften, die im Folgen-
den kurz dargestellt werden. Die Aussagen sind [15] entnommen und dort
auch bewiesen.

Satz 3.7 Gegeben sei eine Kategorie K und die Monomorphismen A — B
und B — C. Wenn es ein Pushout-Komplement zu A — B und B — C' gibt,
st dieses bis auf Isomorphie eindeutig.

Satz 3.8 Gegeben sei eine adhdisive Kategorie C und ein Objekt Z € C.
Wir betrachten die Kategorie Sub(Z), die alle Monomorphismen nach Z in
C als Pfeile hat und alle Objekte, fir die es einen Monomorphismus nach Z
gibt, als Objekte hat. Dann gibt es in C fiir jedes Paar von Objekten A, B ein
Produkt-Objekt D, das wir als Pullback von A und B tber Z gewinnen. Wir
schreiben D = AN B. Weiterhin hat jedes Paar von Objekten A, B auch ein
Coprodukt-Objekt E, wir schreiben AUB = E. In C gilt das Distributivgesetz
fir U und N, es gilt also

(AUB)NX =(ANnX)U(BNX)
fiir alle A, B, X, die Objekte in Sub(Z) sind.

Definition 3.9 (Atomare Cospan-Menge) [1]

Die atomare Cospan-Menge enthdlt fiir alle Kantenlabel A und alle natiirli-
chen Zahlen n die Alphabetssysmbole connectzﬂ, vertex;', perm] und resy,
die die folgenden Cospans umsetzen:

o res;': Der i-te Knoten wird verschattet. Der Cospan I — G < J hat
die folgende Form: G = J und fir j =1,...,i — 1 wird der j-te Knoten
von I auf den j-ten Knoten von G abgebildet, fir j =i+ 1,...,n wird
der j-te Knoten von I auf den j + 1-ten Knoten von G abgebildet.

o perml: m ist hierbei eine Permutation der Zahlen 1,...,n, diese Opera-
tion dndert die Rethenfolge der Knoten im Interface. Es gilt I = G = J
und firi=1,...,n wird der i-te Knoten von I auf den i-ten Knoten
von G abgebildet. Der i-te Knoten von J wird auf den w(i)-ten Knoten
von G abgebildet.
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o vertexl: Fiigt einen Knoten an i-ter Position zum Interface hinzu. Der
Cospan I — G < J hat die folgende Form: G = J, J enthdlt n + 1
Knoten und I enthdlt n Knoten. Fir j = 1,...,1 — 1 wird der j-te
Knoten aus I auf den j-ten Knoten aus G abgebildet, fir j =1i,...,n
wird der j-te Knoten aus I auf den j + 1-ten Knoten aus G abgebildet
und der i-te Knoten hat kein Urbild in I. Fir j =1,...,n wird der j-te
Knoten aus J auf den j-ten Knoten aus G abgebildet.

e connect’ 4: Figt eine Kante mit dem Label A hinzu. Es ist I = J und
G enthdlt genau die Knoten aus I, aber zusdtzlich eine Kante mit Label
A, die die in 0 angegebenen Knoten verbindet. 0 ist eine Sequenz von
Zahlen von 1 bisn. Firi=1,...,n wird der i-te Knoten von I auf den
i-ten Knoten aus G abgebildet und der i-te Knoten von J auf en i-ten
Knoten aus G abgebildet.

Wir nennen die Einschrinkung der Kategorie Cospan(HGraph) auf die
Pfeile aus der Menge der atomaren Cospans ACospan(HGraph).
ACospan(HGraph) hat also als Objekte die Hypergraphen und als Pfei-
le die atomaren Cospans. Es ist allerdings zu beachten, dass es sich bei
ACospan(HGraph) nicht um eine Kategorie handelt, da die Konkate-
nation zweier Pfeile in ACospan(HGraph) nicht wieder einen Pfeil in
ACospan(HGraph) ergibt.

Definition 3.10 (Zerlegung von Cospans)

Gegeben sei ein Cospan ¢ der Kategorie Cospan(HGraph). Wir nen-
nen eine Sequenz ci,Ca,...,c, von konkatenierbaren Cospans der Katego-
rie Cospan(HGraph) cine Zerlegung des Cospans c, falls der Cospan
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d=c1;¢c9;...;¢n der durch Konkatenation der Cospans ci,ca, ..., c, entsteht
gleich c ist, also c = cy;c95...5¢p gilt.

Definition 3.11 (Graph-Automat iiber der Menge der atomaren
Cospans)

Gegeben sei eine Abbildung A : ACospan(HGraph) — Rel, die jedes Ob-
jekt X von ACospan(HGraph) auf eine endliche Menge A(X) abbildet
und jeden Pfeil f : X — Y wvon ACospan(HGraph), auf eine Relati-
on R(f) € A(X) x A(Y). Wir nennen das Bild eines Objektes X wvon
ACospan(HGraph) unter A die Menge der Zustinde von X. Fir jede
Menge A(X) gebe es eine ausgezeichnete Menge Ij‘(‘ von Startzustinden und
eine Menge F)“? von Endzustinden.

Die Abbildung A verallgemeinern wir auf Sequenzen von konkatenierbaren
atomaren Cospans mit Hilfe der folgenden beiden Gleichungen:

Ale) = id

A(oy;09) = A(o1); A(o2)

Falls fiir jeden Cospan der Kategorie Cospan(HGraph) und jedes Paar
von Zerlegungen dieses Cospans in Sequenzen von atomaren Cospans o1 und
oy die Gleichung A(o1) = A(o2) gilt, nennen wir A einen Graph-Automaten
tber der Menge der atomaren Cospans.

Ein Graph wird von einem Graph-Automaten iber der Menge der atomaren
Cospans akzeptiert, falls es fir eine Zerlegung o des Graphen in atomare
Cospans einen Pfad im Automaten gibt, der einen Startzustand mit einem
Endzustand verbindet. Die Menge aller von einem Graph-Automaten iber
der Menge der atomaren Cospans akzeptiertierten Graphen nennen wir die
Sprache von A oder in Zeichen L(A).

Satz 3.12 Wenn L eine erkennbare Graph-Sprache ist, dann gibt es einen
Graph-Automaten tber der Menge der atomaren Cospans, der L akzeptiert.
Umgekehrt, falls es einen Graph-Automaten tiber der Menge der atmoaren
Cospans A gibt, so ist L(A) eine erkennbare Graph-Sprache.

Wir bemerken noch, dass die iiber den atomaren Cospan-Mengen definierten
Automaten im Grunde keine Automatenfunktoren sind, da sie die Funktor-
FEigenschaft in der angegebenen Form nicht erfiillen. Um einen Funktor
zu erhalten, muss man allerdings nur jede Folge von Zustandsiibergingen
21, 22, ..., 2, mittels der Operatorfolge (opy, opy, ..., 0pi_1) im Automaten
durch einen Ubergang von z; nach z, mit dem Cospan, der sich als Pushout
der Operatoren op; bis op,_; ergibt, ergénzen.

Wir wollen uns die Definitionen dieses Kapitels nun an einem Beispiel ver-
deutlichen.
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Beispiel 3.13 In diesem Beispiel werden wir einen Graph-Automaten iiber
der atomaren Cospan-Menge konstruieren, der die Sprache aller zusam-
menhdngenden Graphen mit beliebigen Interface-Grifien J und K akzeptiert.
Wir werden uns in diesem Automaten merken, welche verschiedenen Kom-
ponenten es gibt und erlauben das Verschatten eines Knotens immer nur
dann, wenn es noch einen anderen Knoten in dieser Komponente gibt, oder
wenn es sich um den einzigen Knoten im Interface handelt und anschlieffend
kein Knoten mehr eingelesen wird. Wir kénnen dies fordern, denn wenn
ein Knoten, der noch nicht zu einem anderen Knoten im Interface adjazent
st verschattet wird, so kann dieser nicht mehr in die gleiche Komponente
gelangen wie die ibrigen im Interface befindlichen Knoten, es kann also
kein zusammenhdngender Graph mehr entstehen. Gibt es nach Einlesen des
gesamten Graphen nur noch eine Aquivalenzklasse im Interface, so miissen
also alle Knoten in der gleichen Zusammenhangskomponente liegen.

Zu jedem Interface I mit mindestens einem Knoten wdhlen wir als Zustinde
alle Aquivalenzrelationen auf der Knotenmenge in I. Falls das Startinterface
J leer ist, gibt es weiterhin einen Zustand Zs zum leeren Interface, falls das
Zielinterface K leer ist, gibt es einen Zustand Z. zum leeren Interface.

Als Startzustinde wdhlen wir Zs, falls J leer ist, sonst wihlen wir den Zu-
stand zum Interface J, bei dem die zugehirige Aquivalenzrelation = die
Gleichheit ist. Als Endzustinde wdhlen wir Z,, falls K leer ist, ansonsten
den Zustand zum Interface K, in dem alle Knoten zueinander dquivalent
sind.

Wir erlauben nun einen Zustandstbergang von einem Zustand =, zum Inter-
face 1, in einen Zustand =p zum Interface I, mit der Operation op, falls:

o op=perml: Fallsx =,y =Yy

e op = vertex}: Falls der i-te Knoten im Interface I, nur zu sich selbst
dquivalent ist und fir alle ibrigen Knoten gilt x =, y < =p y

e op = connect’y . Die Aquivalenzklassen modulo =;, aufer denen, in

denen Knoten aus s liegen, sind die gleichen wie die Aquivalenzklassen
modulo =, die Aquivalenzklassen der Knoten in s werden hingegen zu
einer Aquivalenzklasse zusammengefihrt.

e op = resi: Falls die Aquivalenzklasse C' des i-ten Knotens v in I nicht
nur v enthdlt, ist diese Operation erlaubt, dann sind alle Aquivalenz-
klassen aufler C' von =, auch Aquivalenzklassen in =y und C'\ {v} ist
die einzige weitere Aquivalenzklasse in =,. Falls K leer ist, erlauben
wir den Ubergang auch dann, wenn v der einzige Knoten im Interface
ist, dann muss der Zielzustand Z. sein.

Wir zeigen nun zundchst, dass es sich hierbei um einen Graphautomaten
dber der atomaren Cospanmenge handelt. Zu zeigen ist, dass fiir zwei Zerle-
gungen des gleichen Cospans in Sequenzen von atomaren Cospans o1 und oo
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die gleich Zustandsmenge erreichbar ist. Nun ist es aber so, dass durch die
Zerlegung des Cospans in o1 der erreichte Zustand bereits eindeutig festgelegt
1st, wir missen nur noch zeigen, dass der erreichte Zustand mit o1 und oa
identisch ist. Angenommen, o1 gelange in den Zustand =, und oo in den
Zustand =p,. Wire =, ungleich =, so gibe es 0.B.d.A. ein Paar von Knoten
(u,v) im erzeugten Graphen G, der unter =, dquivalent ist, aber nicht unter
=p. Da u =, v richtig ist, muss es in o1 eine connectgﬂ-Opemtz’on geben
mit u € 0 und v € . Dann muss es aber eine Kante geben, die u und v
in G verbindet. Also muss diese Kante auch in oy erzeugt werden. Wenn
diese Kante erzeugt wird, miissen u und v allerdings in die gleiche Aqui-
valenzklasse gelangen. Da es keine Operation gibt, bei der u und v wieder
in unterschiedliche Aquivalenzklassen gelangen konnten, muss auch u =p v
gelten. Das steht im Widerspruch zur Annahme, dass a Zy v richtig ist, also
mussen =, und = identisch sein.

Bleibt zu zeigen, dass der Automat auch genau die Sprache der zusam-
menhdngenden Graphen akzeptiert. Ist ein Graph zusammenhdngend, so gibt
es zwischen zwei Knoten x und y immer einen (ungerichteten) Pfad im
Graphen. Die Erzeugung der zugehorigen Kanten vereinigt so die Aquivalenz-
klassen von = und y. Also liegen alle Knoten in der gleichen Aquivalenzklasse,
also wird jeder zusammenhdngende Graph akzeptiert.

Andersherum, wird ein Graph akzeptiert, so muss jeder Knoten, der auf dem
Weg erzeugt wird, in dieselbe Aquivalenzklasse fallen, denn jeder Knoten
kann nur verschattet werden, wenn es noch einen Knoten der gleichen Aqui-
valenzklasse gibt und akzeptiert wird nur, wenn es am Ende nur noch eine
Aquivalenzklasse gibt. Insgesamt ist also die Sprache der zusammenhdingenden
Graphen erkennbar.



Kapitel 4

Graphtransformationssysteme
und kontextfreie Regeln

Die folgenden drei Definitionen sind [13] entnommen. Wir beginnen damit,
Isomorphie zwischen zwei Graphen zu definieren. Hierbei handelt es sich um
die Isomorphien der Kategorie HGraph, da wir die Isomorphie konkret fiir
diese Kategorie allerdings benotigen werden, geben wir diese hier an.

Lemma 4.1 (Isomorphie)

Wir nennen zwei Graphen G, H isomorph, falls es einen Morphismus ¢ :
G — H gibt, dessen Komponenten py und pg bijektiv sind. Wir schreiben
auch G = H.

Definition 4.2 (Verkleben von Graphen)

Es seien I, G1, Ga Graphen mit Graphmorphismen o1 : I — G, w2 : I — Ga.
Wir nennen den Graphen I = (Vy, Ey, atty,laby) das Interface und nehmen
an, dass die Knoten- und Kantenmengen aller drei Graphen disjunkt sind. Es
sei = die kleinste Aquivalenzrelation auf Vi UELUVaU By, die @1 (x) = pa(z)
fiir alle x € Vi U Et erfillt. Dann bezeichnen wir als Verklebung der Graphen
G1 und Gy dber dem Interface I den Graphen G = (V, E, att,lab) der die
folgenden vier Bedingungen erfillt:

« V= (iUt =
° E:(ElLJEQ)/E

o att : E — V* mit att([e]z) = [vi]=...[vg]=, wobei

atti(e) ,falls e € By
V]V =
bt atta(e) , falls e € Es

o lab: E — A mit

o) = (i) o e <

laba(e) , falls e € Ey

18
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Wir schreiben G = G1 +4, 4, G2.

Die Verklebung zweier Graphen kann auch als Pushout von ¢; und o
verstanden werden, das Verklebe-Interface ist dann das gemeinsame Interface
der beiden Cospans. Vergleiche auch folgende Abbildung.

C ®1

G1

©2

Go G

Abbildung 4.1: Verklebung

Definition 4.3 (Graphtransformationssysteme)

e Fine Graphtransformationsregel besteht aus drei Graphen L, I, R und
injektiven Morphismen ¢, pr. Wir schreiben eine solche Graphtrans-

formationsregel als
LT 25 R

e Gegeben sei nun eine Graphtransformationsregel T = L &LL | PE R,
Wir sagen, ein Graph G wird zu einem Graphen H transformiert,
wenn es einen Graphen C, den so genannten Kontext, und einen
Graphmorphismus 1 : I — C gibt mit

G=L ‘oL ¢
H=R+,,4C.
Wir schreiben G =7 H.

e FEin Graphtransformationssystem ist ein Tupel (Go, R) wobei Gy eine
Menge von Graphen, die initialen Graphen oder Startgraphen, ist und
R eine Menge von Graphtransformationsregeln.

Die Anwendung einer Graphtransformationsregel entspricht einem doppelten
Pushout, daher nennt man diesen Ansatz auch Double-Pushout-Ansatz.
Vergleiche die folgende Abbildung:
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PR
L I R

G C H

Abbildung 4.2: Double-Pushout

Im Kontext der Kategorientheorie wird die Anwendung einer Regel auf einen
Graphen in der Regel durch eine Prifix-Ersetzung umgesetzt. Ist also eine
Regel L — I <+ R gegeben, so gehoren zwei Cospans zu dieser Regel, die
Cospans

D« L—1

und
0 — R+« I

Fiir einen gegebenen Graphen G wird dann untersucht, ob sich der Cospan
0—G+0

schreiben lasst als
0 =L+ I;1I—C<+0.

Falls das der Fall ist, wird der Cospan ersetzt durch
0 - R+ I;I—C <+ 0.

Hierbei nennen wir den Graphen C' den Kontext, in dem die Regel angewandt
wird.

Im Folgenden wollen wir von dieser Standard-Betrachtungsweise ein wenig
abriicken. Im Wesentlichen bené6tigen wir fiir den Beweis der ersten Abschluss-
eigenschaft fiir Graphsprachen eine Betrachtungsweise, in der nicht zwingend
ein Prifix ersetzt wird, sondern in der auch vor dem Vorkommen der linken
Seite ein Kontext zu betrachten ist. Hierzu beweisen wir die folgenden zwei
Sétze.

Satz 4.4 Gegeben sei ein Cospan ) — G < I. Es gilt
05 GeT=0-T<0 175G« 1.
Beweis: Wir betrachten
|y LY 3y SNy Py §
Die Konkatenation der beiden Cospans erhalten wir, indem wir den Pushout
von G und [ iiber dem Interface I bilden. Es ergibt sich wiederum G, also
insgesamt der Cospan () — G < I wie behauptet. O
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Definition 4.5 Es seien ¢ : O = C <2 Cy und d : D Zd—D> D <zd—D D
zwei Pfeile der Kategorie Cospan(HGraph). Die Interfaces Cy, Coy und
D sind diskrete Graphen (nicht zwingend die gleichen), enthalten also nur
Knoten und keine Kanten. Wir konnen die Knotenmengen eines Interfaces
identifizieren mit der Menge {0,1,2,....,n} = [n]. Da bei Interfaces die
Rethenfolge der Knoten wichtig ist, verwenden wir diese Darstellung. Wir
nennen im Folgenden also Cy [n1], Ca [n2] und D [m]. Dann ist ¢ ® d eine
Menge von Cospans der Kategorie Cospan(HGraph), die wie folgt definiert
set. Bs gilt cdd > e mite=FE; N E & R, falls folgende Bedingungen
erfillt sind:

° Elz[nl—i-m]

e Ey = [ny+m)]

e [s gibt eine injektive Abbildung [n4] ELN [n1 + m], jeder Knoten in Cy
hat also einen anderen Bildknoten in E7.

e Es gibt eine injektive Abbildung [m] 2 [ny 4+ m], jeder Knoten in D
hat also einen anderen Bildknoten in Eq.

e f1 und g1 sind gemeinsam surjektiv. Dadurch wird sichergestellt, dass
jeder Knoten in Eq1 auch einen zugehiorigen Urbildknoten aus C1 oder
D hat.

e i < j = fi(i) < fi(y), diese Bedingung stellt sicher, dass die
Reihenfolge der Knoten aus C1 in Cy und Ey gleich ist.

e i < j = qi(i) < g1(j), diese Bedingung stellt sicher, dass die
Reihenfolge der Knoten aus D in D und Ey gleich ist.

o FEs gibt einen injektiven Graphmorphismus f von C nach E
o Fs gibt einen injektiven Graphmorphismus g von D nach E
e f und g sind gemeinsam surjektiv.

e codom(f) N codom(g) = O Durch die letzten vier Bedingungen wird
sichergestellt, dass E genau den Graphen reprdsentiert, der durch die
disjunkte Vereinigung von C' und D entsteht.

e Es gibt eine injektive Abbildung [na] ELN [ng + m], jeder Knoten in Co
hat also einen anderen Bildknoten in Es.

e Es gibt eine injektive Abbildung [ms] L [ny + m), jeder Knoten in D
hat also einen anderen Bildknoten in Es.
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o fo und go sind gemeinsam surjektiv. Dadurch wird sichergestellt, dass

jeder Knoten in Ey auch einen zugehorigen Urbildknoten aus Co oder
D hat.

o i < j = fali) < fa(j), diese Bedingung stellt sicher, dass die
Reihenfolge der Knoten aus Co in Cy und Es gleich ist.

o i < j = ¢go(i) < g2(j), diese Bedingung stellt sicher, dass die
Reihenfolge der Knoten aus D in D und Ey gleich ist.

e Das folgende Diagramm kommutiert:

o — c
1 C s 2
fi f fo
7
E E
1 E o~ 2
g1 g 92
idp
D D - D
idp

Wir kénnen den Operator anschaulich so interpretieren, dass er auf alle
Cospans abbildet, die die Knoten aus M irgendwie — aber in fester Reihenfolge
—in den Cospan I — G < I einordnet. Wenn wir im Folgenden sagen, ein
Cospan sei ¢ : (M — M < M) & (J — G < I), dann ist damit gemeint,
dass es sich um irgendeinen Cospan aus dieser Menge handelt.

Lemma 4.6 Gegeben seien drei Cospans der Kategorie HGraph

61:@—>G1<£M

id g id g

oM —Go+MEET+Me (M4 ML M) ® () — Gy 1)

und
dl : @ — G2 «— 1
wobei
GiNGy =0

gilt und pq idyr enthdlt. Dann gilt fir jeden Cospan der Form

dy: T - Gi+T T+ Me (I 18 DN — G & M)
mit

M +1 5 (M + Go)l iy = M + 12 (I+Gy)

die Gleichung c1;co = d1 ;ds.

’fm(soz)
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Beweis: Wir konkatenieren die Cospans ¢; und co mittels Pushout. Der
Pushout von G und Gy U M iiber M ist Gi UGy U M und da M C G;
richtig ist, ergibt sich der Cospan

01;62:@—><G1UG2)<—([UM).

Weiterhin konkatenieren wir die Cospans d; und dy mittels Pushout. Der
Pushout von G und G U ist Go U G1 U I und wegen I C G5 ergibt sich
der Cospan

di;dy =0 — (GlUGg) — (IUM).

Das gilt fiir alle moglichen Wahlen von dy. Da das linke Interface das leere
Interface ist, der Graph der gleiche ist und die Gleichheit des rechten Inter-
faces durch die Bedingung an ¢ und (o sichergestellt ist, handelt es sich
um die gleichen Cospans. (]

Lemma 4.7 FEs seien drei Cospans der Kategorie HGraph gegeben, bei
denen alle Pfeile injektiv sind:

CllJ—>01<—K

Co J — 02 — K
d: K — D+ M.
Falls ¢1 ;d = co ;d richtig ist, folgt c1 = co.

Beweis: Es sei F das Pushoutobjekt von D1 und C iiber K. Dacy ;d = co;d
ist, ist F auch das Pushoutobjekt von D und Cs iiber K. Wegen ¢; ;d = ¢o;d
muss insbesondere auch gelten

J—>Cy—FE=J—C; — E.

Da bei injektiven Morphismen das Pushout-Komplement, wenn es existiert,
eindeutig ist, gibt es einen Isomorphismus zwischen € und C5 und das
folgende Diagramm kommutiert:

D,
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Damit konnen wir dann berechnen
J—-Cyo—-C1—-FE=J—-Cy—FE=J—C; — E.
Damit gilt also die Behauptung. U

Satz 4.8 Es sei ¢ ein Cospan und | ein Cospan, so dass wirl und ¢ zul;c
konkatenieren konnen. Weiterhin sei M ein diskreter Graph, sowie c1 und
co Cospans, so dass l;c € c1;(l ® idpr);co gilt. Ist nun L < I — R eine
Graphersetzungsregel und | = (0 — L < I) sowie r = (0 — R « I), dann
kénnen wir schreiben

l;c:cl;(M—>L+M<ﬂI+M);02.

Dann gilt
r;c:cl;(M—>R+M<ﬂI+M);CQ

fiir alle (M — R+ M &~ I+ M) € r & idy mit

M—>L+M|[m(w)%I—FM:M—)R—FM‘[WL(@T)%I—FM

Beweis: Da c¢; ;(I®idps) ; co 5 1; ¢ richtig ist, lédsst sich ¢ schreiben als ¢ ; 2,
wir miissen in dieser Schreibweise also zeigen dass

Cl;(M—>R+M(ﬁI+M);CQ:T;Cll;CQ

richtig ist. Da ¢y ein gemeinsames Suffix der beiden Cospans ist, bleibt aber
nur noch zu zeigen

(M —=R+MET+M)=(0— R« 1);¢,.
Dabei beachten wir, dass wir bereits wissen, dass gilt:
(M= L+MET+M)=0— L+ 1I);d.

Auf Grund dieser Feststellung wissen wir bereits, dass in beiden Féllen das
linke Interface () und das rechte Interface M U I sein muss. Wir betrachten
nun also noch einmal die Gleichung ¢; ;(M — L+ M &~ I+ M) = 1;¢,. Wir
stellen fest, dass links die I-Knoten erst im Teil des Typs [ & id s erzeugt
werden, insbesondere also nicht adjazent zu irgendeinem Knoten in ¢; sein
kénnen. Dann kann aber auch ¢} nur Knoten und Kanten erzeugen, die nicht
zu einem der Knoten aus I adjazent sind. Dann ist also ¢} vom Typ ¢ @ id;.
Mit unserem Lemma 4.6 sehen wir aulerdem ein, dass

c1i(M — L+ M &5 T+ M)

mit
Clz[bﬁcl%M
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sich schreiben ldsst als
Li0+T—Cr+1+ M+1I)
also auch, mit Hilfe von Lemma 4.7 ¢; = ¢; gilt. Damit muss weiterhin
ri@0+1—=Ci+I+ M+1I)=r;c,

richtig sein.

Wir wissen nun also, dass gilt
rici=0—=R+I1);(I—Cy+1+ M+1I)

und

(M —-R+MEM+I)=0—Cy+ M);(M - R+M&E M+I).

Dass beide Ausdriicke gleich sind, sehen wir nun wieder mittels Lemma 4.6
ein. (]

Folgerung 4.9 Der Graphersetzungsformalismus, der sich ergibt, wenn man
nach Zerlegungen des Cospans des Graphen sucht, die in der Form

0 >GL—IT+MI+M3B3L+MET+MI+M-— Gy« 0

sind und den Teilcospan I WLl Tdurch T 5 RET ersetzt, ist dquivalent
zur Prafiz-Ersetzung.

Beweis: Wir wenden zunichst den Satz 4.8 an und konnen schreiben

) =R+ 1;:I-C+0=
0 —>Cr+ M;M—-R+ M+I;M+1—M+Cy«+ 10

und anschlieffend den Satz 4.4 und erhalten
05 C M Mo>M+REMAT;M+AT— M+Cy 0
0y MM — M+ 1250 64y
MA+TEM+REM AT M+T - M+Cy 0

s 4T e MAT:M+T 5 M+ RE M 4T,
MA+T—-M+Cy+0

Fiir den Fall, dass in dem Préfix-Cospan die Knoten aus I nur erzeugt werden
und anderweitig nicht verwendet werden, haben wir also bereits Gleichheit.
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Wir kénnen aber schliellich auch beliebige Teil-Cospans des Suffix-Cospans,
die das Interface I + M erhalten, in den Préfix-Cospan ziehen, denn es gilt:

0 sA«BBSc B B2 D& B BB E
)2 A«B:B2A DL B BN B.BoB«E

fiir beliebige Cospans von Hypergraphen B P2yp® Bud B2 o8B
Das sieht man ein durch Abgleich der sich ergebenden Cospans, wenn man
die Pushouts bildet.

Weiterhin sehen wir ein, dass Préafix-Ersetzung ein Spezialfall unserer In-
terpretation der Graphersetzung ist (der erste Cospan ist einfach der leere
Cospan ) — 0 < 0).

Andersherum: Wenn es eine Zerlegung eines Cospans ¢ gibt mit

c=0—>A«+B+I1;B+1—+B+L<«+ B+I1;B+I1—C+«+ D,
dann gibt es eine Zerlegung des Cospans ) —+ A <~ B + I zu
) A« B;B—sA"«B+1I
und dieser kann wieder weiter zerlegt werden zu
) A« B;B—-B+1+B+1;B+1— A"« B+1.

Anschlieflend kann der letzte dieser Cospans in das Suffix gezogen werden,
so dass wir die Gesamtsituation erhalten:

A<+ B;B—>B+L+ B+I1;B+I—C <D

Da nun im mittleren Cospan die B-Knoten isolierte Knoten sind, kénnen
wir wieder nach Lemma 4.6 den mittleren Cospan nach vorne ziehen und
erhalten die Zerlegung

0 L« I:1—A+I+ B+I1;B+I1—C + D.

Also ist auch immer dann, wenn in der neuen Interpretation der Grapherset-
zung eine Regelanwendung moglich ist, eine Regelanwendung in der Prafix-
Ersetzung moglich. O

In der Theorie formaler Sprachen bezeichnet man Regeln dann als kontextfrei,
wenn ein einzelnes Symbol auf der linken Seite der Regel steht und die rechte
Seite der Regel mindestens ein Symbol enthélt. Analog wollen wir nun den
Begriff der kontextfreien Graphersetzungsregel definieren.

Definition 4.10 (Kontextfreie Graphersetzungsregeln)/[9]
Eine Graphersetzungsregel L < I — R nennen wir kontextfrei, wenn sie die
folgenden Bedingungen erfiillt:

o L ist ein zusammenhdngender Hypergraph mit nur einer Kante.

o [ ist ein Graph der genau so viele Knoten wie L enthdlt, aber keine
Kante hat.



Teil 11

Abschlusseigenschaften von
Graphsprachen
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In diesem Teil der Arbeit untersuchen wir erkennbare Graphsprachen auf
ihre Abschlusseigenschaften. Fiir reguldre Sprachen gelten eine ganze Rei-
he von Abschlusseigenschaften, manche hiervon — Abschluss unter Schnitt,
Vereinigung und Komplement — lassen sich recht problemlos auf erkennbare
Graphsprachen {ibertragen, andere Figenschaften bediirfen einer genaueren
Betrachtung. Wir werden zunéchst sehen, dass die erkennbaren Graphspra-
chen abgeschlossen sind unter der Anwendung invers kontextfreier Grapher-
setzungsregeln.

Anschlielend betrachten wir die Frage der Abgeschlossenheit unter Konka-
tenation ein wenig allgemeiner. Wir werden zeigen, dass die erkennbaren
Pfeilsprachen auf adhisiven Kategorien unter Konkatenation abgeschlossen
sind. Eine konkrete Konstruktion fiir den Fall der erkennbaren Graphspra-
chen werden wir dann im darauf folgenden Kapitel kennen lernen.

Leider lassen sich aber nicht alle Abschlusseigenschaften der reguléren Spra-
chen auf die erkennbaren Graphsprachen iibertragen. Wir werden sehen,
dass die erkennbaren Graphsprachen nicht abgeschlossen sind unter der An-
wendung 16schender Graphersetzungsregeln, also solchen Regeln, die einfach
das Entfernen von Kanten bestimmter Labels ermé6glichen. Im letzten Kapi-
tel werden wir durch Angabe eines Gegenbeispiels zeigen, dass erkennbare
Graphsprachen nicht abgeschlossen sind unter der Anwendung von Substi-
tutionen und auch nicht unter Anwendung des Kleene-Sterns. Diese drei
Abschlusseigenschaften werden von reguldren Sprachen erfiillt.



Kapitel 5

Abschluss unter invers
kontextfreien Regeln

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass erkennbare Graphsprachen
unter invers kontextfreien Regeln abgeschlossen sind. Dafiir miissen wir
natiirlich zunéchst einmal definieren, was wir unter invers kontextfreien
Regeln verstehen.

Definition 5.1 (Invers kontertfreie Graphersetzungsregel)
FEine Regel L < I — R ist eine invers kontextfreie Graphersetzungsregel,
wenn R < I — L eine kontextfreie Graphersetzungsregel ist.

Wir werden im Folgenden hin und wieder von einem Cospan sprechen, der L
reprasentiert und einem Cospan, der R représentiert. Hierzu wéhlen wir die
Cospans | > L+ ITund [ - R+ I.

Satz 5.2 Es sei A ein Graph-Automat, der die Graphsprache S akzeptiert.
Weiterhin sei T = {T; = (L; < I; - R;) : 1 < i <t} eine Menge invers
kontextfreier Regeln, das heifit, dass jedes R; genau eine Kante k; mit Label
lab; enthdlt. Dann gilt, dass die Sprache

S'"={H:3G:Ge LANG =} H}

ebenfalls eine erkennbare Graphsprache ist. S’ entsteht also aus S, indem
man S mit der Menge aller Graphen vereinigt, die durch beliebig hdufige
Anwendung von Regeln aus T auf einen Graphen aus S entstehen.

Beweis: Wir konnen annehmen, dass A ein Automat ist, der nur Uberginge
der atomaren Cospan-Menge verwendet. Dann konstruieren wir einen Au-
tomaten A’, der genau die Sprache S’ akzeptiert und zeigen, dass dieser
tatséchlich die korrekte Sprache akzeptiert und wiederum ein Graphautomat
iiber der atomaren Cospan-Menge ist.

Wir definieren A" wie folgt: A’ enthalte genau die Zustéinde von A und alle

29
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Uberginge von A. Weiterhin fiigen wir allerdings neue Ubergénge zu A’
hinzu. Wir betrachten fiir alle Knotenmengen M alle Pfade im Automaten
A’, deren Operatorfolgen o einen Cospan

L+M3Li+M&ETLel,— Ly <+ I ®iday,

im Weiteren kurz L;®idy; genannt, erzeugen. Dabei konnen wir uns dank
der Funktor-Eigenschaft des Automaten A fiir jede linke Seite L; auf eine fixe
Zerlegung in atomare Operatoren beschrinken. Wir kénnen diesen Cospan
schreiben als A — B < A, wir nennen die Zustéinde, die durch den Pfad o
miteinander verbunden werden z und 2/, es gilt also

z =y 2.
Fiir jede solche Sequenz o fiigen wir einen neuen Ubergang

cannect‘lfblv ¥
»JI;

/
Z—> 2

hinzu. Dabei gibt f;, die Position der I;-Knoten im A-Interface an.

Wir miissen nun drei Dinge zeigen:
e A’ ist ein Graphautomat iiber der atomaren Cospan-Menge
o A’ akzeptiert alle Graphen in S’
e Alle von A’ akzeptierten Graphen sind in S’.

Wenn im Folgenden von der Zahl benétigter neuer Uberginge gesprochen
wird, so ist dies im Fall dessen, dass die Kantenlabel der Kanten auf der
rechten Seite der T; nicht auf den linken Seite der T; vorkommt, einfach
die Zahl der neuen Uberginge in der Zustandsfolge. Wenn hingegen auf der
linken Seite einer T-Regel das Kantenlabel der Kante auf einer rechten Seite
einer T-Regel vorkommt, so ist dies nicht unbedingt identisch. Dann ist es
moglich, dass ein neuer Ubergang eine Operatorfolge ersetzt, die bereits einen
oder mehrere neue Ubergiinge beinhaltet.

Formal schreiben wir fiir die Zahl benétigter Ubergiinge b(c) eines Pfades o
durch den Automaten A’ o:

0 fallso auchPfadin Aist.
b(o) =

ZOPEU b(op) ,sonst

und fiir die Zahl benétigter Ubergénge b(op) eines neu hinzugefiigten Uber-
gangs op zur Abkiirzung des Pfades o

b(op) = b(o) + 1.
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Rekursiv ist die Zahl der benétigten neuen Ubergiinge eines neuen Ubergangs
also 1, falls keine neuen Uberginge hierdurch abgekiirzt werden, sonst ist es
die Summe der benétigten neuen Ubergiinge aller durch die Operatorfolge
verwendeten neuen Uberginge plus 1.

1. Um zu zeigen, dass A’ ein Graphautomat iiber der atomaren Cospan-
Menge ist, betrachten wir zwei beliebige Sequenzen o1 und o3, die
den gleichen Cospan erzeugen und zeigen, dass jeder Zustand, der
von Sequenz oi erreicht werden kann, auch von Sequenz oy erreicht
werden kann. Da die Wahl von o7 und o9 beliebig ist, folgt dann, dass
die Menge der erreichbaren Zustéinde unabhéngig von der gewéahlten
Zerlegung des Cospans ist, was die erste Figenschaft beweist.

Wir betrachten hierzu eine fixe Zustandsfolge Z; zu o1 und zeigen, dass
der finale Zustand z; von Z; mit der Sequenz o3 erreichbar ist. Durch
Z1 und o7 ist ein Pfad durch den Automaten festgelegt, die durch
diesen Pfad bendtigten neuen Ubergéinge nennen wir im Folgenden die
von Z; benétigten neuen Ubergiinge.

Wir zeigen dies per Induktion iiber die Zahl n der benétigten neuen
Zustindsiiberginge in Z;. Wenn im Folgenden vom n + 1-ten Ubergang
die Rede ist, ist die Wahl des bendtigten Ubergangs als n + 1-ten
Ubergang beliebig, es muss allerdings ein Ubergang gewiihlt werden,
der tatsichlich auf dem Pfad liegt.

Induktionsanfang (n = 0): Wenn fiir Z; keine neuen Ubergiinge
verwendet werden miissen, so handelt es sich um eine Zustandssequenz
in A. Dann ist z; auch von o2 in A erreichbar, insbesondere also auch
in A’ erreichbar, da alle Ubergiinge aus A auch Uberginge in A’ sind.
Induktionsvoraussetzung: Fiir alle m < n gilt: Falls Z; genau m
neue Ubergiinge benétigt, ist 2y durch o9 erreichbar.
Induktionsschritt (n — n + 1): Es sei

y
connect
lab; ,f]i

/
Z—> 2

der n+1-te bendtigte neue Ubergang in Z;. Dann lisst sich o schreiben
als
o1 = (o ; connect?,, i cab).

Da o1 und o die gleichen Cospans erzeugen, gibt es zudem eine connect-
Operation op, die geméfl der Ubereinstimmung der beiden Cospans die
gleiche Kante erzeugt und o9 ldsst sich schreiben als

— (A0 . . b
o2 = (09 ; 0p;09).
Wir bilden nun aus o7 eine neue Sequenz

o1 = (0f;0:07),
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in der wir den connect?fabi fI—["Jbergang ersetzen durch die zugehorige
alte Sequenz o, die durch den neuen connect?,, 7 -Ubergang abgekiirzt
i) I

wurde. Dann ist insbesondere z; durch o} erreichbar.
Analog bilden wir die Sequenz o}, gemifl

o = (050" ;0%)

in der wir op durch eine Sequenz ¢’ ersetzen, die wir wie folgt bilden.
o lasst sich schreiben als L;®idj; fiir eine Knotenmenge M. Weiterhin
ist op = connectj,, 5. Nunsei N eine Knotenmenge mit z — |o| Knoten,
dann wéhlen wir schlieBlich ¢’ = L;®id y. Dann bilden o} und o/, den
gleichen Cospan. Da o allerdings nur n neue Ubergénge verwendet, sind
alle Zusténde, die durch o} erreichbar sind, auch durch o erreichbar.
Insbesondere ist somit z; durch o erreichbar. Wir betrachten nun eine
Zustandsfolge in A’ fiir o, mit der z; erreicht wird und betrachten die
Zustinde 7 und 7’ , die in der Sequenz durch o’ verbunden werden. Nach
Konstruktion von A’ kann man auch mit op von Z nach 2z’ gelangen, da
das Prifix und Suffix bei o und o} identisch sind, ist also schliefflich
zf auch erreichbar mit os.

2. Um zu zeigen, dass A’ alle Graphen in S’ akzeptiert, betrachten wir
einen beliebigen Graphen G in S’. Wenn G € S’ richtig ist, dann
entsteht G aus einem Graphen G € S durch n-fache Anwendung von
Regeln aus T'. Wir fiithren eine Induktion durch nach der Zahl n.
Induktionsanfang (n = 0): In diesem Fall ist G € S und wird somit
von A’ akzeptiert.

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle m < n gilt: Entsteht G durch
genau m Regelanwendungen von Regeln aus T auf einen Graphen
GeS , so wird der Graph durch A’ akzeptiert.

Induktionsschritt (n — n +1):

Wir betrachten eine Operatorsequenz o, die G bildet. Die n + 1-te
Regelanwendungen einer Regel T; aus T auf einen Graphen G’, der
durch n-fache Regelanwendung von Regeln aus T auf G entsteht, kor-
respondieren zu einer connect-Operationen op, so dass

o= (01;0p;02)
richtig ist. Wir ersetzen nun in der obigen Operatorfolge o das op durch

eine passende Sequenz o7}, so dass die sich ergebende Operatorfolge

o = (o1;0);09)

den Graphen G’ erzeugt. Da G’ nach Induktionsvoraussetzung von A’
akzeptiert wird, muss nach Definition des Automaten A’ auch o durch
A’ akzeptiert werden, G wird also von A’ akzeptiert.



KAPITEL 5. ABSCHLUSS U. INV. KONTEXTFREIEN REGELN 33

3. Wir betrachten nun eine beliebige Operatorsequenz o, die von A" ak-

zeptiert wird. Um zu zeigen, dass diese Operatorsequenz auch einen
Graphen in S’ erzeugt, fiihren wir eine Induktion iiber die Zahl der
benétigten neuen Regelanwendungen fiir eine zu o gehorige akzeptie-
rende Zustandsfolge Z durch.

Induktionsanfang (n = 0): Wenn keine neue Regel in der Zustands-
folge angewendet werden muss, dann wird die Operatorsequenz auch
von A akzeptiert, der durch o erzeugte Graph ist also in S C §’.
Induktionsvoraussetzung: Fiir alle m < n gilt: Wenn genau m neue
Regelanwendungen fiir die Zustandsfolge notwendig sind, dann erzeugt
die Operatorsequenz einen Graphen der in S’ liegt.
Induktionsschritt (n — n + 1): Wir betrachten die n + 1-te benétig-
te T-Regelanwendung und bemerken, dass diese zu einer connect-
Operation op gehort, so dass sich ¢ schreiben lésst als

o= (o1;0p;09).

Weiterhin sei G’ ein Graph, der durch Anwendung der n+ 1-ten benotig-
ten T-Regelanwendung zu dem Graphen G, der durch o gebildet wird,
transformiert wird. Ersetzen wir die op-Operation durch eine Operator-
folge o/, die das Vorkommen der linken Seite in G’, das zur n + 1-ten
T-Regelanwendung gehort, bildet, so erhalten wir eine Operatorfolge

o' = (015071 ;02),

die genau den Graphen G’ bildet und fiir die nur n T-Regelanwendungen
notwendig sind. Per Definition des Automaten A’ wird der Endzustand,
der von o erreicht wird, auch von ¢’ erreicht. Da ¢’ allerdings nur n
T-Regelanwendungen bendtigt, folgt aus der Induktionsannahme, dass
G’ € S’ ist und da G aus G’ durch T-Regelanwendung entsteht, ist
auch G € §'.

O

Beispiel 5.3 Wir wollen nun ein Beispiel fir unsere oben angegebene Kon-
struktion vorfithren. Wir beginnen mit einem Graph-Automaten fiir die Spra-
che L aller Graphen mit einem Knoten und gerade vielen einstelligen A-
Kanten. Der Automat habe die vier Zustinde 2q, zg, 2y, ze und — abgesehen
von einstelligen Permutationen — die Uberginge

vertex(l)

°© 2 — 24

1
cormect[l] A

° zg—’>zu

1
connect[l]yA

° Zy — > 24
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° 2 Eﬁi}» Ze
Weiterhin verwenden wir die Menge {zo} als Startzustandsmenge und die
Menge {z.} als Endzustandsmenge.
Wir konnen diesen Automaten grafisch analog zu nichtdeterministischen
endlichen Automaten fiir Wortsprachen darstellen.

start @
1
0 connectm’A

1
connect[lLA

Abbildung 5.1: Eingabe-Automat

Als Regelmenge verwenden wir die Menge, die die folgenden zwei Regeln
enthdlt:

e Zwei einstellige A-Kanten die mit dem gleichen Knoten inzidieren,
konnen durch eine einstellige B-Kante ersetzt werden.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

e Drei einstellige A-Kanten die dem gleichen Knoten inzidieren kinnen
durch eine einstellige C-Kante ersetzt werden.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Gemdjfl unserer Konstruktion miissen wir nun nach Operatorfolgen suchen,
die R—1 im Automaten erzeugen. I ist in beiden Regeln ein einzelner Knoten,
wir suchen also fiir die erste Regel nach Folgen von zwei A-Kanten und fiir
die zweite Regel nach Folgen von drei A-Kanten. Wir finden hierfir jeweils
zwei Pfade. Fiir Regel 1 finden wir die folgenden Pfade:
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1 1
connect[l]’A connect[l]’A
® Zu g n
1 1
connect[l]yA\ connectmyA
® 2y Zu Zg

und fiigen entsprechend die Uberginge

1
connect[l] B

Zy ——————— 2y

und

1
connectm B

Zg ———— 24
hinzu. Fir Regel 2 finden wir die folgenden Pfade:

1 1 1
connect[lLA connect[lLA connect[l],A

e 2, 2g Zu 2g

1 1 1
connect[l]yA connect[lLA connect[lLA

® 2z 2y, Zg 2y
und fiigen entsprechend die Uberginge

1
connect[ll c

2y ————— 24

und

1
connectm c

2g ————— Zu

hinzu. Den sich ergebenden Automaten kénnen wir grafisch analog zu nicht-
deterministischen Automaten wie folgt darstellen:

start @
1 1
connect[l]’A, connect[l]’c

1
vertex! connectyy g

1
(1B

1 1
H connect[l]vA, connect[lLC

Abbildung 5.2: Ergebnis-Automat

connect

Untersuchen wir diese Darstellung des Automaten, so sehen wir ein, dass
der Automat die Sprache aller Graphen akzeptiert, die genau einen Knoten
besitzen, sowie
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e Gerade viele A-Kanten enthdlt

e Gerade viele C-Kanten enthdlt

e Beliebig viele B-Kanten enthdlt
oder aber

e Ungerade viele A-Kanten enthdlt

e Ungerade viele C-Kanten enthdlt

e Beliebig viele B-Kanten enthdlt
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Kapitel 6

Abschluss unter
Konkatenation

Ziel des Kapitels ist der Beweis des nachfolgenden Satzes.

Satz 6.1 Die Menge der erkennbaren Sprachen tiber adhdsiven Kategorien
ist abgeschlossen unter Konkatenation, das heif$t, wenn L1 eine erkennbare
N, K-Sprache ist und Lo eine erkennbare K, M-Sprache ist, dann ist Ly o Ly
eine erkennbare N, M -Sprache.

Im Fall der reguléren Sprachen ist diese Aussage sehr einfach zu beweisen.
Durch die Aquivalenz regulirer Sprachen zu den Sprachen, die sich durch
reguldre Ausdriicke bilden lassen, sieht man ein, dass die Konkatenation
zweier reguléirer Sprachen wieder reguldr ist. Aber auch wenn man im Auto-
matenmodell arbeiten méchte, kann man eine Konstruktion einfach angeben.
Man nimmt einfach einen Automaten A;, der die Sprache L akzeptiert und
einen Automaten A, der die Sprache Lo akzeptiert. Fiir jeden Ubergang in
Automat Ai, der von einem Zustand z in A; in einen Endzustand fiihrt und
jeden Startzustand z’ von As, fiigt man einen entsprechenden Ubergang ein,
der von z nach 2’ fiihrt.

Im Fall der erkennbaren Graphsprachen ist die Konstruktion allerdings leider
nicht so einfach moglich. Der Grund hierfiir ist, dass in einem Graphautoma-
ten der Graph in beliebiger Reihenfolge eingelesen werden kann. Wir kénnen
also nicht verlangen, dass zunéchst der Teil des Graphen, der zu L; gehort,
eingelesen wird und anschlieflend der Teil des Graphen, der zu Lo gehort.
Wir miissen demnach einen anderen Ansatz wihlen, um die Aussage zu
beweisen. Das gleiche Problem ergibt sich im Fall der adhésiven Kategorien,
auch hier miissen die Cospans in beliebiger Weise zerlegt werden kénnen
und wir konnen keine Reihenfolge verlangen, die uns ermoglichen wiirde,
Automat Ay strikt nach Automat A; auszufiihren.

37
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Um den Satz zu beweisen, geben wir zunéchst die Definition eines Konkaten-
ationsautomaten an, anschliefend beweisen wir, dass dieser tatséichlich das
Gewiinschte leistet.

Definition 6.2 (Konkatenationsautomat)

Gegeben seien ein Automat Ay = (A1, I, F1) und ein Automat As =
(Ag, Iz, F3), wobei L(A;) eine A, K-Sprache ist und L(Az) eine K, B-Sprache.
Wir definieren einen Automaten A = (A, I, F) fiir den wir anschlieflend
zeigen, dass er die Konkatenation L(Asz) o L(Ay) akzeptiert. Wir definieren
zundchst die Zustdinde. Die Zustinde des Automaten A haben die Form

K

©2

Ui(z1) o U Us(22)

52

®1

J
Abbildung 6.1: Zustinde im Automaten A

Dabei ist J das Interface, das zum Zustand in A gehort und K ist das
Interface, das am Ende des Automaten A; erreicht werden soll und von dem
aus der Automat As beginnen soll. Weiter sei

U=JUK.

z1 st ein Zustand des Automaten Ay und Uy ist das zugehorige Interface im
Automaten A;. Es gilt also

21 € Al(Ul).

Analog ist zo ein Zustand des Automaten Ag und Us das zugehdrige Interface
im Automaten As. Fs gilt also

29 € AQ(UQ).

Wir verlangen fiir einen Zustand, dass die Abbildungen @1, pa, s1 und So
injektive Funktionen sind. Weiterhin sind o1 und po gemeinsam surjektiv -
das Bild von @1 vereinigt mit dem Bild von @2 ergebe also ganz U - und s;
und s sind ebenfalls gemeinsam surjektiv. Schlieflich sei noch

UnNnU;=JNK.
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Als Startzustinde verwenden wir diejenigen Zustdinde, fir die K = Uy und
J = Uy gelten. Weiterhin verlangen wir o1 = S2, pa = So sowie dass
z1 ein Startzustand in A ist und zo ein Startzustand in As ist. Fiir die
Startzustinde gelte also

z1 € Il, 29 € Io.

Y1

®1

Abbildung 6.2: Startzustdnde im Automaten A

Als Endzustinde wdhlen wir all die Zustdnde, die die Form haben, dass
Uy =K, Us=J, s1 =2, s2 =1 sind und z1 ein Endzustand in A1, z9
ein Endzustand in As ist, bei denen also gilt

21 € Fl, 29 € FQ.

©2

K(Z1) U o1 J(z2)

®1

J
Abbildung 6.3: Endzustdnde im Automaten A

Mit einem Cospan ¢ ermdglichen wir nun einen Zustandsiibergang von einem
Zustand z in einen Zustand 2', der aussieht wie in der Abbildung 6.4, genau
dann wenn die folgenden finf Bedingungen erfillt sind:

1. diUds =d
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idy: K K K
dy: Ui(z1) Uy Ui (21)
d: U T v’
ds: Usa(z2) U, Us(23)
C: J j J/

Abbildung 6.4: Zustandsiibergédnge im Automaten 4

.diNdy =cNidg

. eUidg =d
Diese ersten drei Bedingungen setzen unsere Bedingungen an die
Zustinde auf den Ubergdngen um.

. dy ist ein Cospan mit z1.A1(d1)z} und dg ist ein Cospan mit zoAz(dz2)2h.
dy ist also ein Cospan, der im Automaten Ai einen Zustandsiibergang
von z1 nach zy erlaubt und dy ist ein Cospan, der im Automaten Az
einen Zustandsiibergang von za nach z4 erlaubt.

5 UUNK=UNK undUsNK =UsNK,

wir verlangen also eine gewisse Monotonie von di und do beztiglich der
Inklusion von K. Uy darf also beziiglich K nur wachsen, wohingegen
Uy beziiglich K nur schrumpfen kann. Betrachtet man Start- und End-
zustande, so wird klar, wieso das der Fuall ist. Um in einen Endzustand
zu gelangen, muss Us genau K enthalten, um in einem Startzustand
zu sein, muss Uy genau K enthalten.

Wir miissen nun zweierlei Dinge zeigen, einerseits dass der angegebene
Automat tatséchlich ein Automat ist, andererseits, dass dieser Automat

genau die Sprache akzeptiert, die die Konkatenation L(Az) o L(A;) liefert.

Diese Bedingungen lassen sich aufspalten in vier Teilbedingungen, die wir
im Folgenden separat beweisen.
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Punkte 1 und 2 beweisen die Funktoreigenschaft von A, Punkte 3 und 4, dass
A genau die gewiinschte Sprache akzeptiert. Wir beweisen diese Eigenschaften
nun in den folgenden vier Sitzen, Eigenschaft 1 beweisen wir in Satz 6.3,
Eigenschaft 2 in Satz 6.4, Eigenschaft 3 in Satz 6.6 und Eigenschaft 4 in Satz
6.7.

Satz 6.3 Mit dem Konatenationsautomaten A wie in Definition 6.2 definiert
und einem Cospan c, der sich schreiben ldsst als ¢ = ¢ ;co fiir zwei Cospans
c1 und ¢, gilt: Falls es einen Zustand Z gibt, so dass es einen A-Ubergang
fiir ¢ von z nach Z und einen A-Ubergang fir co von Z nach z' gibt, gibt es
auch einen A-Ubergang fiir ¢ von z nach 2.

Beweis: Gegeben sind A-Ubergiinge fiir ¢; und ¢y, die in den beiden folgen-
den Abbildungen dargestellt sind:

idg: K K K
Ui(z1) —— T, —+— UV (z71)
AN N AN
U Ul Ul
AN N\ AN
Us(29) —— T —— U3'(z)
c1: J jl Jl/

Abbildung 6.5: Zustandsiibergang fiir ¢; im Automaten A

idg: K K K
Ul (z) ——— T, 1 Ui(#1)
Ul/ UQ U/

AN N AN

Uy (3) —— Ty —— Us()

co: JV jQ J
Abbildung 6.6: Zustandsiibergang fiir ¢, im Automaten A

Es gilt, da ¢, ¢; und ¢y Cospans sind:
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J/l

PO

Abbildung 6.7: Pushout-Eigenschaft fiir .J

Analog bilden wir per Pushout die Objekte U, Uy und Us:

U/l

$UK’

Abbildung 6.8: Pushout zur Bildung von U
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/1
Ul

PO

Abbildung 6.9: Pushout zur Bildung von U;

/1
U2

PO

Abbildung 6.10: Pushout zur Bildung von Uj

Wir bemerken gleich, dass es fiir U} — Uy « U] einen Ubergang von z; nach
21 in A; gibt, da A; als Automat die Funktor-Eigenschaft besitzt. Ebenso
gibt es fiir Uy — Uy < U} einen Ubergang von 23 nach z), in As.

Die fehlenden Pfeile zwischen J und U, zwischen U; und U, zwischen Us
und U sowie zwischen K und U entstehen als vermittelnde Morphismen (der
eindeutige Morphismus, so dass das entstehende Diagramm kommutiert),
wir geben hier nur an, wie man den Pfeil zwischen J und U erhilt, die
Situation fiir die anderen Paare ergeben sich analog durch Einsetzen der
entsprechenden Pushouts.
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J/l

Abbildung 6.11: Gestrichelt: Der vermittelnde Morphismus zwischen J und
U

Die vermittelnden Morphismen existieren auf Grund des Pushouts, weil das
Diagramm kommutiert. Sie sind zudem injektiv, wie Tobias Heindel in seiner
Dissertation [11] gezeigt hat, da wir mit adhésiven Kategorien arbeiten.
Wir haben nun den Zustandsiibergang vollstdndig angegeben, es bleibt aber
zu zeigen, dass es sich tatsdchlich um einen Zustandsiibergang in A handelt.
Hierzu miissen wir die fiinf Eigenschaften zeigen, die wir fiir die Existenz
eines Zustandsiibergangs vorausgesetzt hatten. Die vierte Eigenschaft haben
wir bereits diskutiert und ist gegeben.

Die fiinfte Eigenschaft ist ebenfalls einfach einzusehen.
Fiir den Automaten A; berechnen wir zunéchst:

77 771 772 1/ /
UiNK = U NKYUUNK = U''NnKYU(U; NK).
(Ulzﬁiuﬁf) ( ! ) ( ! ) (K —Monotonie) ( ! ) ( ! )

Da U}’ C U? gilt, ist weiterhin
(U NEK) C (U NK) = (U] N K).

Also gilt insgesamt o
UiNK=UNK).

Fiir den Automaten Ay berechnen wir zunéchst:
UonK = (UynK)UTNK) = UYNEK)U (U NEK).
Da U}’ C T, gilt, ist weiterhin

(UYNK)C(UynK) = (UNK).
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Also gilt insgesamt o
UsNK=UnNK).

Die fiinfte Eigenschaft gilt also.

Weil die beiden Uberginge, von denen wir ausgegangen sind, legale Ubergiinge
in A sind, wissen wir bereits, dass Uy U Uy = U und U] UUS = U’ richtig
sind. Die erste Eigenschaft (d; Uds = d) bedarf daher nur noch des Beweises,
dass Uy U Uy = U richtig ist.

ThUT, = ([0, uT)U(UyuTs) = (T, UuT)U (T vl =T vl =T.
Also ist Eigenschaft 1 ebenfalls bewiesen.

Ganz analog beweisen wir die dritte Eigenschaft (¢ U idx = d). Wir wissen
wieder, dass JUK = U und J'UK = U’ richtig sein miissen, da die gegebenen
Ubergéinge fiir ¢; und ¢y legale Zustandsiibergéinge in A sind. Es bleibt also
nur noch zu zeigen, dass auch J U K = U richtig ist:

JUK=J UJ’UK =T UK)U(J'UK)=T'uT" =T.
Demnach gilt auch die dritte Eigenschaft und es bleibt nur die zweite Eigen-

schaft zu zeigen.

Ein wenig komplizierter ist der Beweis der zweiten Eigenschaft (dq Nds =
c¢Nidg). Wir miissen noch zeigen, dass U nNnUs=JNK richtig ist, dass
diese Eigenschaften fiir den linken und den rechten Zustand gelten ist wieder
aus den gegebenen Ubergiingen fiir ¢; und ¢ klar. Wir teilen diese Aussage
in zwei Teilaussagen:

e JNK CU;NUs: Wir berechnen:
U1NT, = (0,00 N (UyuT3)
—1 1 —1 =2 —2 1 —2 -2
== (UlﬂUQ)U(UlﬁUQ)U(UlﬂUQ)U(UlﬂUQ)
Wir betrachten nun hiervon die Teilmenge (U} N U;) U (U? N Ug) und

berechnen:

(T, NT)U(TNT3) = (JINK)U(ZNK) = (JLUJ2)NK = INK.
Also gilt diese Richtung.

e JNK D U, NUsy: Nach der Uberlegung im ersten Teil ist noch zu
zeigen, dass (U} N U;) CJNK und (U? N U;) C J N K richtig sind.
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- (U} N Ui) C J N K: Hierzu beachten wir die K-Monotonie, die
wir fiir unsere Konstruktion bereits bewiesen haben und beachten

U,NU; = (U, nT-nTHU(TnT,NK).
Das gilt, weil U} - T UK richtig ist. Wir berechnen:
=1 =2 -1 1/ —1 =1 —1 _
sowie
Tnond =0 nTnT nTH U@ nT.nT NK)
Diese Umformung erfolgt unter Beriicksichtigung von
U.CTJ°UK
Der zweite Teilausdruck, (U} ﬂU; nJ'NnK ), ist in T'nK CcJInk
enthalten. Betrachte also nur noch
U NT,NT NI =T,nTsnJY
- T NTonJY UMY U (T NTonJY nUY)
(JVCIJVUK=U}UU)
—1 =2 | =1 _ =2 17 ~ 72
CUINUaNJ " NUy)u U, NnUZNJT" NUY)
C T NnK)UT NK)=TNK.
(UiNUs=T NKAT-"U2=J"NK)

Insgesamt gilt demnach die untersuchte Inklusion.

- (U? N ﬁ;) C J N K: Analog berechnen wir zun#chst:
TnNUy=U,NTUsN(JUK) =0, nTsNTHU T NTsNK)
und untersuchen:

UnU,NJ

= (TINTsNTHYU (@ NTyNT)

= (TNTNT nTHU T NT,NT NK))
CINK

V(T NTyN T NTHYU (T NTsNT NK))

CJINK

Wir betrachten also nur noch den ersten und den dritten Teil-
term, die zudem beide identisch sind. Dabei beachten wir noch
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JV CUMuU,
TinUsnNT N7 =0.nTyNJY
= (@ nT,NJY UMY U T nTy N JY UL
CUNTsNJYNT) U (T NTyn IV NTY)
CT NK)UT NK)=TNK.
Weiterhin berechnen wir unter Beachtung von K C U} U UJ":
T:NUsNK
= (T:NTU,nKNUYYU (T nTynKNUY)
CTNUNKNT) U0 NTyNKNT,)
— (T NEK)U(T’ NK)=JTnK.
Also gilt auch diese Inklusion.
Damit haben wir alle Eigenschaften und somit auch den Satz bewiesen. [

Satz 6.4 Mit dem Konkatenationsautomaten A wie in Definition 6.2 defi-
niert und einem Cospan c, der sich schreiben lisst als ¢ = cg 0 ¢y fiir zwesi
Cospans ¢1 und ¢y, gilt: Falls es einen A-Ubergang fiir ¢ von z nach 2’ gibt,
dann gibt es einen Zustand Z, so dass es einen A-Ubergang fiir ¢ von z nach
7 und einen A-Ubergang fiir co von Z nach 2 gibt.

Beweis: Gegeben ist also ein Ubergang wie in der folgenden Abbildung zu
sehen:

idg: K K K
di: Ui(z1) U, Ui (21)
AN AN N
d: U U U’
AN AN AN
dy: Uz(22) U, Us(25)
c: J g J’

Abbildung 6.12: Zustandsiibergéinge im Automaten A

Sowie zwei Cospans ¢; : J — 7'« JY und ey JY = Jy «— J' mit
¢ = c1 ; co. Wir miissen nun jeweils einen Ubergang in A fiir ¢; und ¢ finden,
die konkateniert werden konnen und die gleichen Zustédnde in Relation setzen
wie obiger Ubergang fiir c. Hierzu bilden wir U und T per Pushout:
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[\

K-mmmmee U K--mmme- U
PO 3 PO }
J Tt J 72

Abbildung 6.13: U und T

Wir bilden auch U}, U?, U; und U; mit Hilfe von Pushouts und Pullbacks.
Allerdings ist die Konstruktion komplizierter. Daher ist die Konstruktion
nur mittels U (Pushout) und N (Pullback) angegeben.

U, =0, nJHuth
U = (U, nT)U0NK)
Us = (U,nT)U (TN K)
Us=(U,nT)UUY
Per Pullback erhalten wir schlieBlich U, U} und Uj":
Us

U, U, U,

T
I
I
I
I
I

sy

U

» S

—2 Ulll 77777777 N Ul

ST
-

Abbildung 6.14: T, U’ und Uy’

Zunachst wollen wir Figenschaft 4 beweisen. Dazu zeigen wir, dass der
di-Cospan des ¢-Ubergangs heraus kommt, wenn man den d;-Cospan des
c1-Ubergangs und den d;-Cospan des ca-Ubergangs konkateniert. Das gleiche
gilt analog fiir den do-Cospan. Dass die Cospans jeweils konkatenierbar sind,
folgt aus der Wahl des Zwischeninterfaces U}’ respektive Us’. Wir miissen

also nur zeigen, dass gilt Ui UU? =U; und U; Uﬁg = U,.
Tiul: =0 NTHU U (T NT) U0 NK)
=T UTHNT U U NK)={TNT) U@ NK)UU;
=UN(JUK)UU; =U,NUUU, =U,UU, =U;
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Weiterhin:
TyUTs = (TU2NTHUT2NEK)U (TN T U
= (T UTNT U TN K)UU, = (TNT2) U (KNT) U
:UHUQUU§:U2UU§:U2.

Also gilt die vierte Eigenschaft, denn die Automaten A; und As erfiillen die
Funktoreigenschaft.

Die fiinfte Figenschaft miissen wir fiir die sich ergebenden Teiliiberginge
separat beweisen. Wir beginnen mit dem c;-Ubergang.

e Zu zeigen ist einerseits Ua N K = U; N K und andererseits Ui NK =
U'NK.

- UNK = U; N K: Die K-Monotonie fiir den ¢-Ubergang liefert
UsNK =UsN K. Da auBlerdem Us C U; C U, gilt, muss auch
UyNK = U; N K gelten.

- Ui NK = U'NK: Wir beachten zuniichst, dass gilt Ui’ = Ui HU?,
es ist also zu zeigen U} NK = U} NKN U?. Die Inklusion D ist
offensichtlich, wir zeigen also nur noch die Inklusion C. Diese gilt,
wenn U} N K C U? richtig ist. Daher berechnen wir:

UinK =T, nJT NK)UU NK)

und ) )
Ui=UnJHU(UNK).
Wir stellen nun fest, dass gilt

T,NT NKCU NK

und
UlﬂKgﬁlﬂK,

also gilt die Inklusion.

e Fiir den c¢y-Ubergang sind die Relationen UNK = U? N K und
U§ N K = U} N K zu beweisen.

— UNK = U?OK : Wieder wegen der K-Monotonie des c-Ubergangs
gilt U] N K = U; N K. Weiterhin gilt U] C U? C Uy, also gilt
UnK=U.NnK.
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— Zeige nun: U§ N K = U}’ N K. Hierzu beachten wir wieder dass
gilt
Ul =T,nT,.
Wir miissen also folgendes zeigen: U% NK = U; N U; N K. Die
Inklusion D ist wiederum offensichtlich, wir zeigen also nur die
Inklusion C. Hierzu reicht es, zu zeigen, dass U§ NK C U; richtig

ist. Da gilt (Einsetzen der Definition von U; und ,, Durchmultipli-
zieren* des Schnitts)

UonK =(UsnJT NEK)UU)NK)
und . )
Uy=UanNJ)U(U2NK)
merken wir an, dass

UsNT NKCUsNK

und B
UNKCUNK

richtig sind, die Inklusion also gilt und somit die gesamte Relation
korrekt ist.

Damit haben wir Eigenschaft 5 ebenfalls bewiesen.

Fir Eigenschaft 1, dy U do = d miissen wir insgesamt fiinf Gleichungen

zeigen:
1. huU, =U
2. U UUL =T,
3. U'uUy =U
4. Tu0, =T
5. UjuUy=U'

Gleichungen 1 und 5 sind bereits klar, weil der c-Ubergang ein legaler Zu-
standsiibergang in A ist, wir zeigen also nur Gleichungen 2 bis 4.
Fiir Gleichung 2 berechnen wir:
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T UTy= (U1 NTHULU(T2nT)U (TN K)
=T N UT)UTN (T UK)UT,

=T NnDHuT UK)NTuT;

=T U UK)NT,ul;

= T UKNT) U (U NK)UU;
(jlﬂUQQjIAU1:U1U(U1ﬁK))

= T UKNU)U(KUU)UU;

K — Monotonie
=T UENU UL) UL,
=T UENW)ul,
=J UKUU,
—TuU, =T
Gleichung 3 berechnen wir wie folgt:
UluUY =TinTuTLNT,
= (TN THUTNE) N (T NTHUD))
V(TN THYU (TN K) N (TN THUul)))
=T NT NnTHU@ N NTHUTNKNT)U (T NU NEK)
UTNT NTHU@nT NUHUTNENT)U (TN ENUY)
Der Ubersicht halber erfolgt nun eine kleine Nebenrechnung, die die beiden
unterstrichenen Terme zusammenfasst.

T NI N THU (TN T nT)

= (T, UT)N (T nT)

—UNn@T NI =7'nT
Das Ergebnis der Nebenrechnung setzen wir in unsere obige Gleichung ein und
fassen aulerdem alle Terme zusammen, die ein K enthalten. Wir erhalten:

T NTHUKN (T nT)U T nU)U(TnT)U TN UL))
U@ N NTHUTnT NUY)

c(@nTh c(@n7h
= (T T UKN T nT ) ulsn (T Uly)
561 U2
= T'nTUK

(U1UU2=UDK)
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Andererseits gilt
T'nT°=(KUuTH)n(KUT) =

KU(KnTHuT nK)yuT n7?)

~——
CK CK

—Ku[T'nT
Also sind beide Ausdriicke gleich.

Bleibt schliellich die vierte Gleichung zu zeigen. Wir berechnen:

T Ul = (U NTHU T NK)U (TN THUU,
= (T uT)NT UT 1ﬂK)UU§
—TUNT U NK)UU,

=T U@ NK)UU,

= T UKN (T uU,uT).
(U4CU'=J'UKC T UK)

Da definitionsgeméf U =7 UK gilt, muss fiir Gleichheit der beiden
Ausdriicke folgendes gezeigt werden: K = K N (U; UU,U j2).
Es gilt wegen der K-Monotonie

KN(UhuU)=KnUjuU)=Kn(JJUK) =K.
Also ist LN (U1 UUS) C K und damit
KN uU,uT) CKNK =K.
Insgesamt gilt Eigenschaft 1 also.

Um die zweite FEigenschaft zu beweisen, sind wiederum fiinf Gleichungen zu
beweisen:

L. UO1NU,=JNK
2. U1NUy=7 NK
3. JVNK=J"NnK
4. TNK=0U,nT,
5. JNK =UNU}j
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Gleichungen 1 und 5 sind bereits vom c-Ubergang her bekannt, wir zeigen
also nur die Gleichungen zwei bis vier.
Fiir die zweite Gleichung berechnen wir:

UiNUy =0 nT ulh)n(T2nT)U(TsNK))
= (T NT NT) U@ NTonNT NK)UULNT2NT)U (U NTsNK)

Wir kénnen die beiden unterstrichenen Teilterme zusammenfassen, wenn wir
beachten, dass U; N Uy = J N K. Dann fallen ndmlich beide Teilterme zu
7' N K zusammen und es ergibt sich:

T'NKYUU NTsnTHU (UL NT2NK)
Nun ist aber Uy C U; und somit ist Uy NUs CU; NU, = jl N K. Insgesamt
fallt der obige Term also zusammen zu T nK , die zweite Gleichung ist also
korrekt.
Wir berechnen:
Ul nUY =TnUNT.NT,
= ((Ulﬁj )UUﬂﬂ((Ulﬁj )U(UlﬂK))
(TN THYU (TN K)) N (TN T U
= (T NT NnTHUONT NnK)UUNTNT)U (U, NT;,NK))
AT T NTH YU TN T NUYU TN KNT)U(TNU,NK))
Da U; C U; und Uj C U, konnen wir einige Teilterme ein wenig vereinfa-
chen:

= (T NT NnTHU(TNT NK)U U NTHU (U NK)
N(TnT N THUU,NTHYU (TN KNT)U (U, N K)
= (T NTnT nTH U@ NI NI N,

VT NN T N TN U@ NnUNT NI NK
VT NT NKNT,n T U@ NT NKNU) U@ NnT NKNT N0,

UTHNT NENUY) UL NTNT N T U nU,NT NT

UL NT N NE)U(UNULNT NK)UUNT.NT NI NEK

)
)
)
)
)
)
)
)

U NULNT NE)U(ULNnT,NnKNT)U (U NU,NEK

Nun konnen wir die unterstrichenen Teilterme mit dem ersten Teilterm
zusammenlegen, denn alle diese Teilterme sind im hervorgehobenen Teilterm
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enthalten. Wir beachten hierbei, dass TN nK C JNK C U;NU, richtig
ist und erhalten:

= (T NTnT nTH U NT NKNUY)
WO NT NKNUY)UUNT NTaNK)
U NULNT NEK)U(UhnULNT NEK)U (UL NU, N K)

Hier und im Folgenden lassen sich die unterstrichenen Terme zusammenfassen.

= (T NTNT NI UTNT NKNU)U (U NT NTsNK)

U NULNT N EK)U (U, NULNK)

= = =1 _ =2 = =1
= ( Ui NUs NJ NJ)HUUNJ NKNU)
U1nUa=KNJCK,KNTDKNJY J

UL N T NT2NEK)U (U NULNK)
= (KNJY)YU (T, NT NKNU)ULNT NT.NK)U (U NU,NK)

Wir wollen zeigen, dass dieser Ausdruck gleich (K N J1') ist. Hierzu zeigen
wir dreierlei:

1L T nUNT CJv
2. UynTnJ  CJY
3. UynuUs C JY
Zur ersten Inklusion: Die K-Monotonie liefert Uy U U} = U N U}, also gilt
T, NUNT =UnUNT cUNTnT CcT°nT =J"

Also gilt die erste Inklusion. B
Zur zweiten Inklusion: Die K-Monotonie liefert U; N Uqs = Uy N Us, also gilt

UNTonT =UnUsnNT CTNTUNT =T NI nKCT nT =JY

Zur dritten Inklusion: Die K-Monotonie liefert, unter der Beachtung, dass
Uy CU;, Uy CUz und Uy NU2 C K richtig sind:

UyNnUy, = ULNU,NK € UiNnUaNK
(CK) (U5CT2)

- UinknK=JnKCT
(K —Monotonie)

weiterhin folgt ganz analog:

UNU,CThNU,NK =U,NU,NK CJ.
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Insgesamt gilt also:

UnU,cT N’
wie zu zeigen war.

Die dritte Gleichung gilt damit also insgesamt auch. Bleibt die vierte Glei-
chung zu beweisen:

TnT,= (T nTH U T NEK)N(TnTHul))
= (T NTNTHU T NU,NTHYU (T NTNT NE)U (T NKNUL)

Fir die beiden 2untergtrichenem Teilterme beachten wir: U; N Uy = j2ﬂ K
sowie JNKNJ = J NK, beide Teilterme fallen also zusammen zu J N K.
Es ergibt sich:

(T NK)YU(TNUNTHU (T NKNUS)
Fiir die rechten beiden Teilterme berechnen wir nun:
T1NULNT) C (U1 NTnT) = (I NK)
%,—/
JnK

sowie

T'NKNU,C (T1NnTsNK) = (J°NK)

Also fillt der gesamte Term zusammen zu 7’ N K. Das ist genau das was zu
zeigen war. Die vierte Gleichung - und damit auch die zweite Eigenschaft -
gilt also.

Zum Beweis der dritten Eigenschaft, cUidx = d bemerken wir, dass JUK =
U und J' UK = U’ bereits vom c-Ubergang her bekannt sind, weiterhin
gelten T UK=U wd UK =T" definitionsgeméf. Bleibt also nur zu
zeigen dass auch UY = J' U K richtig ist. Wir berechnen:

UV =T'nT =T UK)N (T UK)
=T NnTUKUT NnK)U[T’ NK)
=JYUKUJ NKUJT' NK=J"UK.
N Y=
CK CK

Da also alle fiinf Eigenschaften gelten, ist der Satz bewiesen. Insgesamt folgt:

Folgerung 6.5 Der in Definition 6.2 beschriebene Automat A erfillt die
Funktor-Eigenschaft, ist also tatsdchlich ein Automat
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Wir werden nun in den folgenden zwei Sétzen beweisen, dass der konstruierte
Automat auch tatséchlich die korrekte Sprache akzeptiert.

Satz 6.6 Es seic € L(A;);L(As2) gegeben, dann ist c € L(A)

Beweis: Wenn ¢ € L(A;); L(A3) gilt, dann gibt es ein ¢; € L(A;) und ein
¢y € L(Ag), so dass ¢ = ¢1 ;o gilt. Wir betrachten nun zunéchst c;.

c1 hat die Form ¢; = Uy — U « K, wir bilden den Ubergang, der in
der folgenden Abbildung zu sehen ist. Dabei ist z5, der Startzustand des
cl—Ubergangs in Ay, zs, der Startzustand des C’g—Ubergangs in Ay, z., der
Endzustand des ¢;-Ubergangs in A; und 2., der Endzustand des ca-Ubergangs
in As.

tdg: K K K
dr: Uy (ZS1) U K(zel)
AN N\ N\
d U U K
AN AN AN
do: K<282) K K(ZSQ)
C1: U, U K

Abbildung 6.15: Zustandsiibergang im Automaten A

Aufler U sind alle Objekte und zugehorigen Pfeile bereits bekannt, U bilden
wir als Pushout:

cl

Abbildung 6.16: Pushout fiir U

Wir zeigen nun die fiinf Eigenschaften, die erfiillt sein miissen, damit es sich
hierbei um einen Ubergang in A handelt:

1. di Udy = d: Da K C U richtig ist, gilt U =UUK, K UK = K gilt
ebenfalls und wir haben U als Pushout von U; und K definiert, also
ist auch U = U; UK.

2. diNdy=c1Nidig: KNK = KN K ist klar, ebenso UNK =UNK
und KNU; = KNUj.
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3. cq Uidg = d: Wir haben U als Pushout von K und U; definiert, also
gilt U = K UU;, da K C U richtig ist, gilt auch U U K = U und
KUK = K ist klar.

4. d ist ein Cospan mit zs, .41 (c1)ze, nach Voraussetzung. Da der Cospan
ds schlicht die Identitét ist und keine Zustandsdnderung vom inneren
zum &ufleren Interface stattfindet, gilt auch, dass do ein Cospan ist, fiir
den z5, A2(d2)zs, gilt.

5. UNK = KN K folgt aus U O K und KN K = KN K ist klar.

Also gelten alle Eigenschaften, die ein Ubergang in A erfiillen muss fiir diesen
Ubergang und es handelt sich somit um einen legalen Zustandsiibergang.

Ganz analog bilden wir nun einen Zustandsiibergang fiir ¢y in A wie folgt:

idg: K K K
di: K(ze) K K (ze,)
N NN
d K U U’
AN AN AN
do: K(ng) ﬁ J/(ZGQ)
¥ K U J

Abbildung 6.17: Zustandsiibergang im Automaten A

Wiederum sind alle Objekte und Pfeile mit einer Ausnahme bekannt. U’
bilden wir analog zu U im ersten Ubergang als Pushout-Objekt von J' und

K:

]

Abbildung 6.18: Pushout fiir U’

Auch hier zeigen wir, dass die fiinf Bedingungen gelten, die an einen Zu-
standsiibergang in A gestellt werden.

1. diUdy = d: Da K C U richtig ist, gilt U = UUK, KUK = K gilt

ebenfalls und wir haben U’ als Pushout von J’ und K definiert, also
ist auch U/ = JJUK.
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2. diNdy =csNidg: KNK = KNK ist klar, ebenso UNK = U NK
und KNJ' =KnJ.

3. coUidg = d: Wir haben U’ als Pushout von K und .J’ definiert, also
gilt U' = KU J', da K C U richtig ist, gilt auch U UK = U und
K UK = K ist klar.

4. d; ist ein Cospan mit ze, A;(c2)ze,, weil es sich um die Identitét han-
delt und die beiden Zusténde identisch sind. do ist ein Cospan mit
25y A2(c2)2e, nach Voraussetzung.

5. UNK =KNK folgt aus U D K und K N K = K N K ist klar.

Beide Zustandsiiberginge sind also legale Zustandsiibergénge in A, da wir
bereits wissen, dass A die Funktor-Eigenschaft erfiillt und ¢ = ¢y ;¢ ist,
werden der Startzustand vom ersten definierten Ubergang und der Endzu-
stand vom letzten definierten Ubergang durch A in Relation gesetzt. Da
diese Zusténde (wie man durch einfaches Abgleichen mit der Definition von
Start- und Endzusténden ersehen kann) tatséchliche Start- und Endzusténde
sind, akzeptiert A also den Cospan c. O

Satz 6.7 Es sei c € L(A) gegeben, dann ist ¢ € L(A;); L(A3)

Beweis: Sei ein akzeptierender ¢-Ubergang in A gegeben:

idg: K K K
di: - J(z1) Uy K(1)
N N N
d U U U’
AN N N
dy: K (22) Us J'(2)
C: J J J!

Abbildung 6.19: Akzeptierender Zustandsiibergang im Automaten A

Wir zeigen, dass gilt ¢ = dj ;dy. Da ¢ der untersuchte von A akzeptierte
Cospan ist, d ein von Ay akzeptierter Cospan und ds ein von As akzeptierter
Cospan, folgt daraus, dass ¢ € L(A;); L(Az). Da das &duflere Interface von
dy gleich dem inneren Interface von ds ist, sind d; und do konkatenierbar,
falls U1 N Uy = K gilt.

Wir halten zunichst fest, dass gilt U = J. Das gilt, denn cNidx = di N da.
Da K das aduBere Interface von d; ist, ist K C U; und da K das innere
Interface von ds ist, ist K C Us. Also ist K C Uy NUy = J N K. Damit folgt
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K C J.DaU = JUK richtig ist, gilt also insgesamt U = .J. Wir haben nun
vier Relationen zu zeigen:

1. UiNUy = K. Wir wissen bereits, dass K C U;NU5 gilt, wir miissen also
noch die umgekehrte Inklusion, Uy NUy C K, zeigen. Es gilt cNidx =
dy Nds, also insbesondere U;NUy = JN K. Da Gleichheit wechselseitige
Inklusion impliziert, gilt also insbesondere auch U1 NU; C JNK C K.

2. J = U, UUs,: Wir wissen bereits U = J. Weiterhin gilt dy U dy = d,
also insbesondere U; UUy = U = J.

3. J' C Usy: Da der rechte Zustand ein Zielzustand ist, ist J’ in Us
enthalten.

4. J C Uy: Dader linke Zustand ein Startzustand ist, ist J in U; enthalten.

Insgesamt haben wir also bewiesen, dass ¢ = d; ;dz gilt und damit ist jeder
Cospan, der in der Sprache von A liegt auch in L(A;); L(Az2). O

Folgerung 6.8 Der Konkatenationsautomat A erkennt genou die Konkate-
nation der Sprachen L(A;) und L(Asz).

Damit haben wir insgesamt folgenden Satz bewiesen:

Satz 6.9 Die Konkatenation zweier erkennbarer Pfeilsprachen ist eine er-
kennbare Pfeilsprache.



Kapitel 7

Abschluss unter
Konkatenation fiir
Graphsprachen

Wir wollen nun fiir den Spezialfall der Graphautomaten iiber der Menge
atomarer Cospans eine Konstruktion angeben.

Definition 7.1 (Konkatenationsautomat im Graphenfall)

Wir konstruieren einen Graphautomaten aus einem Graph-Automaten Aq
fiir L1 und einem Graph-Automaten Ay fiir Lo wie folgt:

Wir konnen davon ausgehen, dass A1 und As tiber dem Alphabet

{vertexi, permy, connect’) g, resi' 1 i < n,Im(0) € {1,2,...,n}}

definiert sind, also ebenfalls nur Cospans aus der Menge der atomaren
Cospans enthdlt. Zur Definition der Zustinde betrachten wir, dass ein Zustand
eine zugehorige Interface-Grife |I| hat. Das Start-Interface des Automaten
Ay habe die Grofie |K|. Schlieflich enthilt die Vereinigung des Interfaces des
momentanen Zustandes und des Start-Interfaces des Automaten Ay |U| €
{max{|I],| K|}, max{|I|, |K|} +1,...,|I| + | K|} viele Knoten. Wir definieren
nun die Komponenten des Graph-Automaten A wie folgt.

o Zustinde: Die Zustinde des Automaten sind von der Form

(217 22,81, 52, P1, (702)

Zu jedem Zustand gehort implizit eine Menge U, die die Knoten aus dem
momentanen Interface vereinigt mit der Menge der Knoten aus dem
Start-Interface des Automaten As reprdasentiert. Wenn x die Zahl der
Start-Interface-Knoten von As ist, die nicht in der Menge der Knoten
aus dem momentanen Interface vorkommen, dann gilt |U| = |I| + x.
Weiterhin ist z1 ein Zustand der Interface-Griffe A aus Ay, zo ein
Zustand der Interface-Griofie B aus As.

60
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s1:{1,2,..., A} = U zeigt an, wo sich die Knoten die zum Zustand
z1 gehdren in U finden.

s9 @ {1,2,...., B} — U zeigt an, wo sich die Knoten die zum
Zustand zo gehdren in U befinden.

s1 und sy sind gemeinsam surjektiv, das bedeutet, dass Im(s1) U
Im(s2) = U gilt.

v1: {1,2,..,|I|} — U zeigt an, wo sich die Knoten aus dem
momentanen Interface in U finden.

w2 {1,2,..,|K|} — U zeigt an, wo sich die Knoten aus dem
Ziel-Interface des Automaten Ay in U befinden.

©1 und @y sind gemeinsam surjektiv, das bedeutet, dass Im(p1) U
Im(p2) =U gilt.

SchliefSlich miissen die Zustinde die folgende Gleichung erfiillen:

KNnJ=UNUs;.

Zustdnde, die bis auf Isomorphie der zugehdorigen U identisch sind,
fassen wir zu einem Zustand zusammen.

e Startzustinde: Startzustinde des Automaten A sind all jene Zustinde
(21, 22, 81, 52, 1, P2) fiir die gilt:

21 st ein Startzustand in Aq
2o st ein Startzustand in As
S1 = Y1

$2 = ©2

e Endzustdnde: Endzustinde des Automaten A sind all jene Zustinde
(2, 22, 51, 82, 01, p2) fiir die gilt:

29 ist ein Endzustand von As.
¥1 =52

Y2 = S1

o Uberginge: FEs gibt einen Ubergang

op / / / / / /
(Z17227817527§017902) ? (21722751752)S017902)7

hierbei sei U = Im(s1)UIm(s2) und U' = Im(s})UIm(sh), genau dann
wenn:
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— op = perm®: Es gilt U = U'. Es gibt eine Permutation m und
eine Permutation mo, so dass

perm,rl ’
z] — 2

ein Ubergang in A; ist und

permq,
2y ——— %y

ein Ubergang in Ag ist. Weiterhin gilt
3'1 =510 7r1_1
5 = 890 7r2_1
Pi=pron !

¥h = 2

— op = res;: Es gibt eine Permutation w1 und eine Permutation s,
so dass einer der folgenden drei Fdlle gilt:

1. Bs gilt U\ {¢1(2)} = U".

res; perma, ’
21— — 21

ist ein Ubergang in A, und

permy,
2y —— 25

ist ein Ubergang in As. Weiterhin gelte s1(j) = @1(i), ¢1(i) ¢
Im(s2)UIm(p2). Fiir sy, sb, ¢ und @b fordern wir schlieflich:

(@) = {SI(W;I(@) Jalls i () < j
' si(np (@) + 1) falls 77 (z) >
sh(x) = sa(my ' (2))

S (z) = e1(z)  falls © < i
' o1(@+1) | falls z> i

Py () = pa()

Dieser Fall beschreibt also das Verschatten eines Knotens,
der zum Automaten A1 gehort und nicht im Endinterface K
lvegen soll.
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2. Es qilt U =U".
permy,
27— 2]

ist ein Ubergang in A, und

res; permq,
2y —2 - — 25 2h
ist ein Ubergang in Ay. Weiterhin gilt so(m5'(5)) = ¢1(4),
01(2) € Im(s1) N Im(p2). Schlieflich fordern wir fiir sy, sb,
o) und ¢y, dass gilt:

si(z) = s1(m ' (@)

o (a) = {82<w51<x>> Jalls w7 () <
2 so(myt(z) +1)  falls w3t (x) > j

@1 (x) = @1(x)
po(r) = pa()

Dieser Fall beschreibt also das Verschatten eines Knotens,
der zum Automaten Ay gehdrt und aus dem Startinterface K
stammen soll. In diesem Fall muss @1 angepasst werden, da
der Knoten aus U verschwindet.

3. Es qilt U\ {p1())} =U".

permy,
21— 2]

ist ein Ubergang in A, und

res; permay, ’
Ry —> + ——> 29

ist ein Ubergang in As. Weiterhin gilt so(m5(5)) = ¢1(i),
01(2) ¢ Im(s1) U Im(p2). Schliefllich fordern wir fiir sy, sb,
o) und ¢y, dass gilt:

si(x) = si(my ' (x))

() = sz(wgl(m)) , falls 7T2_1(33‘) <j
= so(my () + 1) falls w3t (x) > j
, _Jei(z) Jfalls x <@
Pile) = {Lpl(x—i-l) ,falls x > i

() = pa(x)
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Dieser Fall beschreibt also das Verschatten eines Knotens,
der zum Automaten Ay gehort und nicht in dessen Startinter-
face K liegen soll. Anders als in den beiden vorangegangenen
Fillen muss hier ¢1 nicht angepasst werden, denn der ver-
schattete Knoten fillt zwar aus dem momentanen Interface
heraus, bleibt aber in U, da er in K liegt und K diber alle
Zustandsiibergdnge hinweg gleich bleibt.

— op = vertex]: Es gibt eine Permutation m und eine Permutation
mo, so dass einer der folgenden drei Fille gilt:
1. Es gilt U =U".

verter permqy,
Z1 N z 1

ist ein Ubergang in A; und

permq,
29 —— 2y

ist ein Ubergang in As. Weiterhin gibt es einen Index m, fiir
den gilt @2(m) ¢ Im(s1). Dann fordern wir, dass fir sy, s,
o und @l gilt:

wa2(m) , falls 71'2_1(x) =
s1(z) = { s1(my ' (2)) , falls w7t (z) <
sy () — 1) falls 7yt (x) >

sy(z) = s2(my ' (@)

v1(x)  falls © < i
o) =<K pi1(x—1) ,falls x>
pa(m) ,falls x =i

ph(x) = pa(x)

Dieser Ubergang erméglicht also das Einfiigen eines Knotens

(des Knotens gpém)) aus dem Zielinterfaces des Automaten
A1 zum Automaten Ai. Da dieser Knoten bereits vorher in
K wvorhanden sein muss, muss er auch bereits vorher in U lie-
gen, wir missen also U nicht verdndern. Allerdings wird der
Knoten erst durch diese Operation in das tatsdchliche Inter-
face des Automaten A aufgenommen, @1 muss also angepasst
werden.

2. Es it U =U U{v} #U.

verter permeq,
Z1 . 21
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ist ein Ubergang in A, und

Perm .,

zy ——2 2h

ist ein Ubergang in Aa. Dann fordern wir, dass fiir s}, sy, ¢}
und @b gilt:

v ,falls o (x) =3
si(@) = qsi(m(2) L falls 7wt (z) <
si(m () — 1) falls 7yt (x) > j

1(z)  falls © < i
s0/1($) =< pi(x—1) ,falls z>1
v Jfalls x =1

h(z) = p2()
Dieser Ubergang erméglicht das Hinzufiigen eines Knotens im
Automaten A1, der nicht zum Zielinterface K gehdren soll. sy
muss also um den neuen Knoten erweitert werden und auch
p1 muss nun den neuen Knoten referenzieren. Hingegen wird
keine Anderung an K-Knoten durchgefihrt und auch keine
Anderung an Ay-Knoten durchgefiihrt, also beliben @y und ss
— abgesehen von Umordnungen — unverdndert.
3. Es qit U =U U{v} #U.

permq,
z1 —— 2]

ist ein Ubergang in Ay und

vertez perma, /
22 . Z2

ist ein Ubergang in As. Weiterhin gilt

si(w) = si(my ' (x))

so(my t(x)) Jfalls 757 (x) < j
shy(x) =S so(my H(x) — 1), falls w5 ' (z) > j
v Jfalls 7o (x) =3

p1() ,falls © <i

o)=L pi1(x—1) ,falls x >i

v Jfalls x =1

() = pa(x)
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Durch diese Operation kann ein Knoten im Automaten As hinzu-
gefiigt werden. Es kann sich dann nicht um einen Knoten aus K
handeln, also bleibt wo unverdndert. Hingegen wird der Knoten in
das neue Gesamt-Interface von A und in das Interface des Auto-
maten Ao aufgenommen, also muss der neue Knoten in o1 und
so referenziert werden. s1 bleibt — abgesehen von Umordnungen —
unverdndert, weil keine Anderung am A -Interface durchgefihrt
wird.

— op = connect’y p: Es gilt U = U’. Wir bezeichnen die Kardinalitit
einer A-Kante mit |A|. Es gibt eine Permutation 7 und eine
Permutation mo, so dass einer der folgenden zwei Fille gilt:

1.

connect 4 g perma ., ,
Z]_ N Zl

ist ein Ubergang in Ay und

permq,
2y — 29

ist ein Ubergang in Ay. Weiterhin gilt fir alle i € {1, ..., |Al}:
©1(0(i)) = s1(0'(i)) und wir fordern sy = sy om*, sh =
sp0my ", o) = @1 und ¢y = po. Dieser Zustandsibergang
ermdoglicht das Hinzufigen einer Kante im Automaten Ay, an
den Knotenmengen dndert sich hierdurch nichts, s1, s2, ©1
und o bleiben also — abgesehen von Umordnungen — gleich.

permy .
2] — 2]

ist ein Ubergang in A, und

connectAﬂ/ . perma., ,
. 22

22

ist ein Ubergang in Aa. Weiterhin gilt fir alle i € {1,...,|Al}:
©1(0(7)) = s2(0' (7)) und wir fordern s = sy omyt, s =
spom’, @) =1 und gh = p.

Dieser Zustandsiibergang ermdoglicht das Hinzufiigen einer
Kante im Automaten Az, an den Knotenmengen dndert sich
hierdurch nichts, s1, s2, @1 und pa bleiben also — abgesehen
von Umordnungen — gleich.

Wir haben nun also einen Automaten fiir die Konkatenation zweier Gra-
phsprachen mit atomaren Cospans beschrieben. Um zu zeigen, dass dieser
Automat korrekt ist und das Gewiinschte leistet, reicht es, zu zeigen, dass
dieser Automat ein Spezialfall des Konkatenationsautomaten aus der im
vorherigen Kapitel angegebenen Definition 6.2 ist.
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Satz 7.2 Der in Definition 7.1 beschriebene Automat A zur Konkatenation
zweter Graph-Automaten ist ein Konkatenationsautomat.

Beweis: Wir setzen Uy = {1,2,..., A}, Uy = {1,2,...,B}. J ={1,2,...,|I|}
und K’ ={1,2,..., K}, dann lisst sich ein Zustand in A schreiben als

K

©2

Ui(z1) o U Us(22)

52

®1

J

Abbildung 7.1: Zustinde im Automaten A

Also genau wie gewiinscht.

Fiir Startzustédnde fordern wir, dass s; = 1 gilt. Das impliziert, dass Uy = J
ist. Weiterhin fordern wir, dass sy = (o ist, woraus wiederum folgt, dass
U, = K ist. Da wir ebenfalls fordern, dass z; ein Startzustand in Ay ist und
z9 ein Startzustand in As, sind die Startzusténde also genau die Zusténde
der Form, die beim Konkatenationsautomat gefordert wird.

Analog beobachten wir, dass die Forderung fiir die Endzustédnde, dass @1 = so
ist, impliziert, dass J = Us ist und o = s; impliziert, dass U; = K ist.
Also sind auch die Endzustinde genau die Zustdnde der Form, die beim
Konkatenationsautomat gefordert wird.

Nun miissen wir noch zeigen, dass die Zustandsiiberginge genau diejenigen
sind, die beim Konkatenationsautomat angegeben sind. Dies beweisen wir in
zwel Schritten:

o Wir zeigen, dass alle fiir A angegebenen Ubergiinge die korrekte Form
eines Ubergangs in einem Konkatenationsautomaten haben. ¢ ist dann
der durch die jeweilige Operation op gegebene Zustand und d = cUid .
Wir unterscheiden nun alle Fille fiir op und sehen, dass die erste
Bedingung nach Definition immer erfiillt ist, ebenso wie Bedingung
vier, definitionsgeméaf, da fiir einen Zustandsiibergang verlangt wird,
dass die Ubergiinge auf U; und Us legale Ubergiinge in A; und Aj
sind.

— op = perm}: di = m, do = my. Die fiinf Bedingungen werden
erfiillt, da = U idg = w1 U mo nach Definition richtig ist, die
K-Monotonie bei Permutationen dadurch erfiillt ist, dass linkes
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Interface, Graph und rechtes Interface die gleichen Knoten enthal-
ten und die iibrigen Bedingungen schon dadurch garantiert sind,
dass wir in einem legalen Zustand starten.

— op = res;: Im Fall 1 aus der obigen Definition 7.1 setzen wir
dy = res;;m und dp = . resy Uidk = resj ;w1 Uy gilt ebenfalls.
Da im Fall 1 keine K-Knoten verschattet werden, sind Bedingung
2 und die K-Monotonie erfiillt. Im zweiten und dritten Fall ist
dy = m und dy = res;;mo. Die dritte Bedingung gilt wieder, weil
resiUid g = res; ; moUmy gilt, fiir Bedingungen 5 und 2 betrachten
wir getrennt, ob der verschattete Knoten aus K ist oder nicht. Im
Fall dessen, dass der verschattete Knoten nicht aus K stammt,
wird der Schnitt von U7 und Us sowie von U; mit K und Us mit
K iiberhaupt nicht beriihrt, die Bedingungen gelten also. Stammt
der Knoten hingegen aus K, so verschwindet der Knoten aus J,
also auch aus dem Schnitt J'N K. Da er auch aus Us verschwindet,
also auch nicht mehr im Schnitt Uj N U] liegt, ist Bedingung 2
weiterhin erfiillt. Die K-Monotonie gilt, denn der Schnitt von Uj
mit K wird nicht angefasst.

— op = verter]: Im ersten und zweiten Fall aus der Definition

des vertea:—Ubergangs in A ist di = vertex;;m und dy = mo.
vertex} U id g = vertexj;m U m liefert wieder Bedingung 3. Im
Fall dessen, dass der neue Knoten kein Knoten aus K ist, sind
Bedingungen 2 und 5 (K-Monotonie) klar. Wird hingegen ein
Knoten aus K hinzugefiigt, so ist dieser Knoten im Vergleich zu
J N K zusitzlich in J' N K, allerdings ist er auch zusitzlich in
Uj N U}. Weiterhin ist der Knoten im Graphen Uy, aber er taucht
ebenso in U] auf, so dass die K-Monotonie ebenfalls erhalten
bleibt.
Im dritten Fall ist dqy = 72 und dp = vertez; ; 7o und Bedingung
3 wieder klar wegen vertex; U id g = m U vertex;;m2. In diesem
Fall kann kein Knoten aus K hinzugefiigt worden sein. Bedingung
2 ist also ebenfalls erfiillt. Ohne Anderungen an dem Schnitt von
U; und K oder Us und K gilt auch die K-Monotonie.

— op = connect’}w: Im ersten Fall setzen wir dy = connect 4 ¢/ ; m1
und dy = o und stellen wieder fest, dass Bedingung 3 erfiillt ist
wegen verter; U idgx = connect g g ;™1 U ma. Es wird kein Knoten
zu irgendeiner Menge hinzugefiigt oder entfernt, die Bedingungen
2 und 5 gelten also ebenfalls weiterhin. Analog ist im zweiten Fall
dy = m und dy = connect 4 ¢ ; T2 und Bedingung 3 erfiillt wegen
verter] Uid = miUconnect 4 ¢/ ; m2. Auch in diesem Fall wird kein
Knoten zu einer Menge hinzugefiigt oder entfernt, Bedingungen 2
und 5 gelten also wiederum weiter.

e Wir zeigen nun andersherum, dass jeder Ubergang, der fiir einen Konka-
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tenationsautomaten erlaubt ist und der atomar ist, auch im Automaten
A vorhanden ist. Wir unterscheiden abermals nach dem Typ der gewéhl-
ten Operation.

— perm-Operation: Wegen d = cU id g muss d eine perm-Operation
sein und da weiter gilt d = d; U da, miissen auch d; und dy
perm-Operationen sein.

— res-Operation: Falls der verschattete Knoten in J N K liegt muss

er auch in U; N Us liegen. Da er hinterher immernoch in K liegt,
muss er entweder in U] oder in Uj liegen. Fiir den Fall, dass er
in U] liegt, ist dieser Ubergang in A enthalten, anderenfalls ist
aber U; N K # U, N K, also ist ein solcher Ubergang auch nicht
im Konkatenationsautomaten enthalten.
Ist der Knoten andersherum nicht in JN K, so ist er entweder in Uy
oder in Us. Da cUidg = dy Udy gelten muss und es entsprechende
Ubergiinge in A; und Ay geben muss, damit der Ubergang im
Konkatenationsautomaten vorhanden ist, ist der Ubergang von A
erfasst.

— wvertex: Wir unterscheiden wieder, ob der neue Knoten in J' N K

liegt oder nicht. Liegt der neue Knoten in J' N K, so liegt der neue
Knoten auch in U] NU}. Da K sich im Laufe der Operation nicht
dndert, war der Knoten bereits in J U K, also auch in Uy U Us, er
lag also vorher schon in U; oder in Uy (aber nicht in beiden, sonst
wére er auch in J). Lag er vorher schon in Uy, aber nicht in Uy, so
ist die Operation erfasst. Lag er hingegen in U; und nicht in Us,
so wiirde Uy N K # U N K gelten, die Operation wiirde also die
K-Monotonie nicht erfiillen und ist somit auch keine Operation
im Konkatenationsautomaten.
Ist der neue Knoten umgekehrt nicht in J'NK, so ist er entweder in
Uj oder in Uj. Ist er in U], so muss d; auch eine vertez-Operation
sein und ds eine Permutation, die Operation ist also von A erfasst.
Analog, ist er in Uj, so muss dg auch eine vertez-Operation sein
und d; eine Permutation. Auch in diesem Fall ist die Operation
von A erfasst.

— connect: Da ¢ N idi ausschlieBllich Identitdten enthélt und ergo
keine Kante hinzufiigen kann und d; Ndy = ¢ N idk richtig ist,
muss die Kante entweder komplett im U;-Graphen oder komplett
im Us Graphen hinzugefiigt werden, die Operation wird also durch
A erfasst.

Insgesamt ist also der oben angegebene Automat A tatsidchlich ein Konkate-
nationsautomat. U
Um die Konstruktion des Konkatenationsautomaten zu veranschaulichen,
wollen wir diese an einem einfachen Graphen-Beispiel einmal durchfiihren.
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Beispiel 7.3 Beispiel eines Konkatenationsautomaten ,Haus des Nikolaus“
Wir werden zundchst einen Automaten Ay angeben, der drei Knoten erstellt,
diese so mit zwei Kanten verbindet, dass ein zusammenhdngender Graph
entsteht. Der Knoten, der in der Mitte des entstehenden Weges liegt wird
verschattet und die beiden dufieren Knoten liegen im Zielinterface des Auto-
maten. Zur Definition unseres Automaten definieren wir allerdings zundchst
zwei Funktionen:

e Seii €N, dann ist die Funktion p; : P(P(N)) — P(P(N)) definiert zu
pi(X){{a+1:a€ A} : A€ X}

e Sei eine Permutation, dann ist die Funktion t, : P(P(N)) — P(P(N))
definiert zu
te(X){{r(i):i€ A} : Ae X}

Die Zustinde des Automaten sind alle Paare der Form

z€{0,1,2,3,2"} x {0, {{1,2}}, {{1, 3}}, {{2,3}},
{125, {1, 33}, {{1, 2}, {2, 3}, {{1, 3}, {2, 3}}}

Wir merken uns in der ersten Komponente des Zustands, wie viele Knoten
bereits erstellt wurden, die Zahlen 0 bis 3 bedeuten einfach, dass 0 bis 3
Knoten bereits eingelesen wurden. 2' bedeutet hingegen, dass bereits alle drei
Knoten eingelesen wurden und zudem der mittlere Knoten bereits verschattet
wurde. In der zweiten Komponente merken wir uns schlieflich, welche Paare
von Knoten bereits durch Kanten verbunden sind. Der Startzustand ist (0,0).
Als Endzustinde wéihlen wir den Zustand (2, 0).

Als Zustandsiiberginge wihlen wir alle Tripel aus zwei Zustinden und zu-
gehoriger Operation, die eine der folgenden Bedingungen erfillt:

vertex”

(i,X) —= (i + 1,pj(X)), falls i € {0,1,2}

7‘653
(3,X) —= (2,0), falls |{a€e X :i € a}| =2

i
perm?

(i, X) —= (i, t:(X)), i € {0,1,2,3}

2
perms.

(2,0) (2,0)

i
connectA79

o (i,X) A0 (i, X U{0)), 0 X

Weiterhin definieren wir einen Automaten Ao, der ausgehend von einem
Startinterface, das zwei Knoten enthdlt, den vollstindigen Graphen Ky bildet.
Als Zustinde des Automaten As wdhlen wir alle Paare der Form

z€{2,3,4} x P({{a,b} : {a,b} € {1,2,3,4} x {1,2,3,4} Aa # b})
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Wir merken uns hierbei wiederum in der ersten Komponente, wie viele Knoten
bereits eingelesen wurden und in der zweiten Komponente, welche Knoten
aus dem Interface bereits durch eine Kante verbunden werden.

Als Startzustand wdihlen wir (2,0).

Als Endzustand wdhlen wir

(4, {{a,b} : {a,b} € {1,2,3,4} x {1,2,3,4} Aa # b}).

Als Zustandsiiberginge wahlen wir alle Tripel aus zwei Zustinden und zu-
gehoriger Operation, die eine der folgenden Bedingungen erfiillen:

verte:c;

o (i,X) — (i+1,pj(X)), miti<3

i
perm?;

o (i,X) — (i,tx(X))

i
connectAg

o (i,X) (1, X U{6}), falls 6 ¢ X.

Nun kéonnen wir entsprechend unserer Konstruktion den Konkatenationsau-
tomaten fiir diese beiden Automaten angeben. Der Konkatenationsautomat
A hat alle Zustinde der Form

(21, 22, 51, 52, ¢1, P2)
mit
21 € {O, 1,2,3,2’} X {@,{{1,2}},{{1,3}},
{{2,3} ({1, 2}, {1, 3}}, {{1, 2}, {2, 3}}, {{1, 3}, {2, 3} }}
und
2 €12,3,4} x P({{a,b} : {a,b} € {1,2,3,4} x {1,2,3,4} Aa £ b})

sowte p1 U s =51 Usg =U.
Die Startzustinde sind die Zustdinde der Form

((07 ®)7 (27 ®)’ (b’ Z'd{l,Q}a ®a id{l,Q})‘

Die Endzustinde sind von der Form

(2, X), (4,{{a,b} € {1,2,3,4} x {1,2,3,4} : a & b}), s1, S2, S2, 51),

wobei | X| = 2 ist.

Schlieflich geben wir die Uberginge an. Die Angabe der Zustandsiberginge
erfolgt genau in der Reihenfolge, in der sie in der Definition des Konkatena-
tionsautomaten fiir den Graphenfall angegeben werden.

1]

M

i ((ivX)7 (37 Y)731a3279017§02) &) (<i7t7F1(X))7 (jﬂtM(Y))vsloﬂ-l_l?S?o
T3 2 0L, o)
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o Im zweiten Automaten darf iberhaupt nicht verschattet werden, es
greift also nur Fall 1 der Follunterscheidung fiir die res-Operation.

T‘ES'I‘
-1 .
w1 (s109)

((SﬂlX)7 (2? Y)a 51,52, P1, ()02)
W; 7%0/17 902)
mit

ll ;
|{a€X:jea}’:27¢/1: o1(z) 7fasx<‘]‘
o1(x+1) falls x> j

{slm—l(x)) Jalls w74 (z) < o1 (51(7))
si(myM@) +1)  falls w7 (2) > 97 (s1(4))

o Der erste vertex-Fall beschreibt das Hinzufiigen eines K-Interface-
Knotens. Hierfiir sei m so gewdhlt, dass @a(m) ¢ Im(¢1)

((CL, X)u (b)Y)7 51,52, ¥1, SOQ)

((217 iy (X))7 (iv 25 (Y))7 3/17 5§20

I
verter Il

— ((a + 1’pb(tﬂ'1 (X)))v (b’ tﬂ'z(Y))’ 5/1’ 8§20 W517 30/17 902)

mit a € {0,1,2},b € {0,...,a + 1},

pa2(m) , falls 7r2_1(:1:) b
si(z) = < s1(my H(x))  falls 77 (x)

<b
sy Nx) — 1) falls mit(x) > b

pr(z) falls 3 < j
und ¢ (x) =< p1(x—1) ,falls © > j
p2(m) falls © = j

o Im zweiten vertex-Fall wird ein Knoten v hinzugefiigt, der nur zum
ersten Automaten, nicht zum zweiten Automaten gehort.

((7‘7 X)a (]7 Y)7 51,52, P1, 902)

((7' + 17pa(t7rl (X)))a (]7 t7r2(Y))7 8/17 52, 90,17 902)

mit i € {0,1,2}, a € {0,...,i + 1},

||
vertemk

v falls T (z) = a
si(z) = < s1(my M) falls w7 (x) < a
sy (x) —1) | falls 77 (x) > a

v1(z) falls © < k
und @ (z) = < p1(x —1) |, falls x >k
v Jfalls x = k
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o [m dritten vertex-Fall wird ein Knoten hinzugefiigt, der nur zum zwei-

ten Automaten, nicht zum ersten Automaten gehort.
| ]

veriﬁe:}c,c

((i>X)7 (.77 Y)731752a§027902) - ((iatm(X))7 (j—i—l,pa(tm(Y))),SlO
Wl_l,s'z,go’l,gpg) mit j € {2,3}, a €{0,1,2,....,5 + 1},

so(my L (x))  falls T (z) < a
sh(z) = { so(my H(x) — 1), falls 75 ' (x) > a und
v falls 75N (x) = a
1(z) falls © < k
(@)=L pi(x—1) ,falls >k
v Jfalls © =k

e Der erste connect-Fall ermdglicht das Hinzufiigen einer Kante, die zu
Automat 1 gehort.

connect ||
A,0

((,LaX)7 (]7 Y>7317327(p17§02) B ((i7tﬂ'l(X)U{(Sloﬂ—l_l)il((pl(k)) :
k€0}), (i try(Y)),s10m  s20m5 o1, 02)
mit p1(0) C Im(sy oy ) und {(s107m1)  (p1(k)) : k € 0} € tr, (X).

o Der zweite connect-Fall ermdglicht das Hinzufiigen einer Kante, die zu
Automat 2 gehort.
connectg‘g
((iv X)’ (]7 Y)’ 51, 82, ¥1, 302) —_— ((Z7 by (X))a (]7 2 (Y) U {(52 o
) 1K) 1k €0}, 5107 saomy o1, 2)
mit p1(0) C Im(sg oy ) und {(s2 015 ) "1 (k) : k €0} €ty (V).

Dieser Automat sollte nun, wenn man sich die Funktionalitdt der urspringli-
chen Automaten in Erinnerung ruft, genau die Graphen akzeptieren, die sich
als Haus des Nikolaus zeichnen lassen, also einem Vollstindigen Graphen
Ky , der mit einem weiteren Knoten verbunden ist. Dass kein anderer Graph
akzeptiert wird, ldsst sich durch Abgleichen der Start- und Endzustinde ein-
sehen. Wir geben nun einen Pfad durch den Automaten an, der tatsdchlich
den gewiinschten Graphen ergibt. Um die Zustandsfolge leichter verstindlich
zu machen, set zuvor aber ein Bild des resultierenden Graphen angegeben.
Jeder Knoten ist mit drei Zahlen gelabelt, die erste Zahl ist die Nummer des
Knotens im Automaten A, die zweite Nummer die Nummer im Automaten
A1 und die dritte Nummer die Nummer im Automaten As. Die Kanten sind
in der Reihenfolge nummeriert, in der sie in der Operatorsequenz erzeugt
werden.
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9,3, X

(2,X,2)

(1,X,1)

Abbildung 7.2: Haus des Nikolaus

((07 @)7 (27 ®)7 (2)7 Z.d{l,Q}v ®7 Zd{l,?})

1 vertex!

((0,0),(3,0),0,[1 — 1;2 — 2;3 — 3], [1 = 1],[1 = 2;2 — 3])

| vertex]

74

((0,0), (4,0),0,]1 = 152 = 2;3 = 3;4 = 4],[1 = 1,2 = 2],[1 = 3;2 — 4])

d connect[ZLQLA

((0,0), (4,{{1,2}}),0,[1 = 1;2 > 2;3 = 3;4 = 4],[1 > 1,2 = 2],[1 —

3;2 — 4))

| vertex?

((1,0), (4,{{1,2}}),1 = 3,1 = 152 —>2;3 > 3;4 > 4],[1 > 1;2 > 2;3 —

3,[1 = 3;2 —4))

4 connect‘?2 3,4

((1,0),(4,{{1,2},{2,3}}),[1 = 3],[1 = 152 > 2;3 = 3;4 = 4],[1 = 1;2 —

2;3—=3,[1 = 3;2—4])

1 vertex?
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((2,0),(4,{{1,2},{2,3}}), 1 = 3,2 = 4], [1 = 1,2 > 2,3 = 3;4 = 4], [1 —
12— 23— 3;4—4],[1—3;2—4])

+ connectﬁ3 4,4

((2,0), (4,{{1,2},{2,3},{3,4}}), 1 = 3;2 > 4,1 - 152 5 2;3 = 3;4 —
4,1 = 1;2 - 2;3 = 3;4 — 4], [1 — 3;2 — 4])

4 connectﬁl’l]’A

((2,0),(4,{{1,2},{2,3},{3,4},{4,1}}),[1 = 3;2 = 4],[1 = 1;2 —> 2,3 —
3;4—4],[1 >1;2—2;3—3;4—4],[1 3,24

4 connectfl’gLA

((2,@), (4,{{1,2},{2,3},{3,4},{4,1},{1,3}}),[1 = 3;2 > 4],[1 = 1;2 —
2;3—=3;4—4],[1 -5 1;2—2;3—3;4—4],[1 - 3;2 4]

| vertex?

((3,0), (4, {{1,2},{2,3},{3,4}, {4, 1}, {1,3}}), [1 = 3;2 > 43 > 5], [1 —
12523 —-3;4—4,[1>1;2—>23—3;4—4;5—5,[1 = 3;2—4])

4 connect%ﬁ]A

(3, {{1,3}}), (4, {{1,2},{2,3},{3,4}, {4, 1}, {1,3}}),1 = 312 = 43 —
5,1 - 1;2 2,3 —>3;4—4],[1 > 1;2—2;3—>3;4— 45— 5],[1 —
3;2 —4))

4 con71€ct[55 4,4

(3, {{1,3}.{3,2}}), (4, {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1}, {1, 3}}),[1 = 3;2 >
4;3 = 5,[1 -2 1;2—>2,3—=3;4—4],[1 >1;2—2,3—>3;4—>4;5—
5],[1 — 3;2 —4])

4 connect[54 9,4

(3, {{1,3},{3,2}}), (4, {{1, 2}, {2, 3}, {3,4}, {4, 1}, {1, 3}, {4,2}}),[1 —
3;2—=>4;3—=>5[1=>1;2—-23—>3;4—4],[1>1;2—23—>3;4—
4;5 = 5], [1 = 3;2 — 4])

¥ resg

(2, {{1,3},{3,2}}), (4, {{1,2},{2,3},{3,4}, {4, 1}, {1, 3}, {4, 2}}). [1 =
3;2 4,1 >1;2—2,3—>3;4—4],[1 >1;2—>2;3—3;4—4],[1—
3;2 — 4))
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Der letzte Zustand ist ein Endzustand, denn die erste Komponente,

(2, {{1.3}, {3,2}}),

ist ein Endzustand in A;, die zweite Komponente,

(4, {{1,2},{2,3}, {3,4}, {4, 1}, {1, 3}, {4,2}}),

ist ein Endzustand in As, die dritte Komponente ist gleich der sechsten
Komponente und die vierte Komponente ist gleich der fiinften Komponente.
Anhand dieses Ablaufs sehen wir auch, dass der Graph in beliebiger Rei-
henfolge eingelesen werden kann. Die Kanten werden in einer Reihenfolge
eingelesen, in der das Haus des Nikolaus in einem Strich durchgezeichnet
werden kénnte, das wdre bei einer Hintereinander-Ausfihrung des ersten
und des zweiten Automaten nicht maglich, denn es gibt keine Mdglichkeit,
das Haus des Nikolaus in einem Strich zu zeichnen und dabei mit dem Dach
zu beginnen oder aufzuhdren.

Bemerkung 7.4 Das Ergebnis, dass erkennbare Graphsprachen unter Kon-
katenation abgeschlossen sind, ist fiir sich nicht neu, schon im Jahre 1994 hat
Bruno Courcelle in [6] die Abschlusseigenschaften erkennbarer Graphspra-
chen untersucht. Er hat in dieser Arbeit die erkennbaren Graphsprachen mit
Hilfe einer dquivalenten Definition (deren Aquivalenz wurde von Konig et al.
in [4] bewiesen) untersucht, ob erkennbare Graphsprachen mit einer ausge-
zeichneten Teilknotenmenge, die er Quelle genannt hat unter der Operation
// abgeschlossen sind. Hat man zwei Graphen G1 und Gy gegeben, die eine
ausgezeichnete (und gleiche) Quelle C' haben, so verklebt der Operator /] die
beiden Graphen an dem Interface C. Angewandt auf erkennbare Mengen von
Graphen ergibt sich so ein Konkatenationsbegriff, der mit unserem weitge-
hend tbereinstimmt. Da die Graphen allerdings nur ein einzelnes Interface
besitzen und nach dem Verschmelzen dieses Interface verwendet wurde, ist
wiederholte Konkatenation zundchst nur fiir das immergleiche gemeinsame
Interface definiert. Insofern unterscheidet sich die in dieser Arbeit vorgestell-
te Sicht auf erkennbare Graphsprachen von der von Courcelle verwendeten.
Courcelles Beweis konstruiert weiterhin keinen Konkatenationsautomaten,
die hier vorgestellte Konstruktion kann allerdings potentiell fiir die Entwick-
lung von Algorithmen auf Graph-Automaten verwendet werden, so dass das
Ergebnis durchaus Verwendung abseits der bereits bekannten Aussage des
Abschlusses unter Konkatenation finden kann. Weiterhin ist das Ergebnis
fiir adhdsive Kategorien allgemeiner als das bereits bekannte Ergebnis fiir
erkennbare Graphsprachen.



Kapitel 8

Abschluss unter
Kanten-Loschung

Eine Abschlusseigenschaft, die sich fiir reguliire (Wort-) Sprachen sehr ein-
fach beweisen lasst, ist der Abschluss unter Zeichen-Loschung. Fiir eine
gegebene reguldre Sprache L ist die Sprache, die sich ergibt, indem man
die Sprache L vereinigt mit allen Worten, die aus Worten aus der Sprache
L entstehen, indem man beliebig viele Vorkommen eines fixen Zeichens a
entfernt, also wiederum reguléir. Der Beweis dieser Eigenschaft ist mit Hilfe
eines nichtdeterministischen Automaten relativ einfach. Man fiigt einfach
einen Epsilon-Ubergang zusitzlich fiir jeden a-Ubergang in den Automaten
ein und erhélt einen NFA, der die gewiinschte Sprache akzeptiert.

Wir wollen nun untersuchen, ob eine analoge Aussage auch fiir erkennbare-
Graphsprachen gilt. Ziel ist es also, herauszufinden, ob erkennbare Graph-
sprachen abgeschlossen sind unter Kanten-Loschung. Das heifit wir wollen
herausfinden, ob fiir eine gegebene erkennbare Graph-Sprache S und eine
Regel T'= (L <— I — R) der folgenden Form:

e [ hat genau so viele Knoten wie L

L ist zusammenhéngend.

e E(L) = {k}, wir nennen das Label der Kante k lab.
e R hat genau so viele Knoten wie [

e E(R)=10

die Sprache 8" = {G' : 3G € S : G =} G'}, die entsteht, indem man S mit
der Menge vereinigt, die fiir jeden Graphen, der n > 0 Kanten mit Label lab
enthilt, alle Graphen enthélt, die fiir 1 < ¢ < n durch i-fache Anwendung
der Regel T entstehen, erkennbar ist.

77
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Wir stellen zunéchst einmal fest, dass wir die Konstruktion aus dem Fall der
Wortsprachen nicht einfach adaptieren kénnen. Das Problem ist ndmlich die
beliebige Zerlegbarkeit eines Graphen. Sei beispielsweise die zu 16schende
Kante eine dreistellige Kante des Labels A. Dann miisste ein Graph, der eine
A-Kante enthilt, sicher so zerlegt werden, dass sich die drei Knoten, die mit
der Kante verbunden werden, in einem Interface befinden - sonst konnte die
Kante niemals eingelesen werden. Loscht man die A-Kante, so miissen aber
nicht mehr unbedingt irgendwann drei Knoten im Interface liegen. Fiihrt
man nun eine Abkiirzung im Automaten ein, um das Hinzufiigen einer A-
Kante zu iiberspringen, so miisste man beachten, dass gegebenenfalls die
Funktoreigenschaft hierdurch zerstort wird. Wie wir im Folgenden sehen
werden, ist das Problem allerdings noch grundlegender Natur, die erkennbaren
Graphsprachen sind ndmlich nicht abgeschlossen unter Kanten-Loschung.

Satz 8.1 Die erkennbaren Graphsprachen sind nicht abgeschlossen unter
Kantenloschung

Beweis: Wir betrachten die Sprache Lpc, die fiir i = 1,2, ... jeweils den
Graphen G%C enthilt. Das linke und rechte Interface enthalten jeweils zwei
Knoten und besitzen die gleiche injektive Abbildung vom Interface in den
Graphen. Der Graph GiBC hat die Form einer Kette von 2 - ¢ vielen Knoten,
die linear durch A-Kanten miteinander verbunden sind. Zahlen wir die Kette
von einem Ende zum anderen Ende ab, so haben alle Knoten mit gerader
Nummer eine einstellige B-Kante und alle Knoten mit ungerader Nummer
eine einstellige C-Kante, weitere Knoten und Kanten gibt es im Graphen G,
nicht. Beispielhaft sind in den folgenden beiden Abbildungen die Graphen
G}BC und GQBC’ abgebildet. Da die Richtung der Kanten unerheblich ist, wird
sie in den Abbildungen nicht dargestellt.

Abbildung 8.1: G}BC
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Abbildung 8.2: G%,

Die Sprache Lpc ist erkennbar, wie wir in Lemma 8.2 zeigen werden. Wei-
terhin betrachten wir die Graphersetzungsregel T, die es erlaubt, A-Kanten
zu 16schen. Nehmen wir nun an, dass die Sprache L', die sich durch Kanten-
Loschung mit der Regel T aus Lpc ergibt, erkennbar wire, so wére auch
die Sprache L” erkennbar, die sich aus L’ wie folgt ergibt. Wir betrachten
die Sprache K aller Graphen die beliebig viele Knoten enthalten und bei
denen jeder Knoten adjazent ist zu genau einer Kante des Labels B oder
einer Kante des Labels C. Dass diese Sprache erkennbar ist, zeigen wir in
Lemma 8.3. Dann ergibt sich L” als

L"=LNK.

Dann miisste also L” erkennbar sein, denn wie Konig et al. bereits in [4]
bewiesen haben, sind die erkennbaren Graphsprachen abgeschlossen unter
Schnitt. Allerdings ist L” die Sprache aller Graphen, die fiir ein n € N n
Knoten enthalten, die adjazant zu genau einer B-Kante sind und n Knoten
enthalten, die adjazent zu genau einer C-Kante sind. Dass diese Sprache aber
nicht erkennbar ist, zeigen wir in Lemma 8.4. Also ergibt sich ein Widerspruch
und die erkennbaren Graphsprachen kénnen somit nicht abgeschlossen sein
unter Kanten-Loschung. O

Lemma 8.2 Die Sprache Lpc ist erkennbar.

Beweisskizze: Wir konstruieren einen Graphautomaten A, der die Sprache
Lpc akzeptiert. Zu einem Interface I enthalte A die Zusténde

(fB: fo, fa, L, R)
fiir die gilt
e fp C I: Wir merken uns, welche Knoten bereits eine B-Kante tragen.
e fo C I: Wir merken uns, welche Knoten bereits eine C-Kante tragen.

e fzN fo = 0: Kein Knoten darf B- und C-Kante haben.
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o faCIx(IU{Xp,Xc,Yp,Yo}). fa merkt sich, welche Knoten bereits
durch eine A-Kante verbunden sind. Ist ein Knoten mit einem Knoten
verbunden, der nicht mehr im Interface ist, wird durch Xpg bzw. X¢
gesichert, ob dieser Knoten eine B- oder C-Kante hat. Ist ein Knoten
mit einem zweiten Knoten verbunden, der nicht mehr im Interface
ist, wird durch Yz bzw. Yo gesichert, ob dieser Knoten eine B- oder
C-Kante hat.

e {L,R} C I mit L # R: Wir merken uns den linken und rechten
Randknoten

Der Startzustand sei der Zustand der Form I = {L, R}, fa = fg = fc = 0.
Als Endzusténde wihlen wir die Zusténde der Form I = {L, R}, fp = {L},

fe ={R}, fa e {{(L, R), (R, L)}, {(L, X¢), (R, Xp)}}.

Schliefflich erlauben wir einen Ubergang von

(vavafAvLaR)

nach
(fB, for fa, L, R)

mit den folgenden Operationen:
o vertex]: Wenn fp = fp, fiy = fa, f¢ = fo richtig sind.

e res;': Sei y der i-te Knoten im Interface I, dann erlauben wir einen
solchen Ubergang, falls y # L, y # R, y € fgp U fc und es ein = und
ein z gibt, so dass x # y # z und = # z gelten und {(y, x), (y,2)} C fa
richtig ist. Wir setzen X := Xp und Y = Yp, falls y € fp, falls
hingegen y € fco, so setzen wir X := X¢ und Y := Y. Dann miissen
weiterhin fi, = fg NI, fi, = fe N I' und

fa=(fa\{(y,a), (a,y) :a € ITU{XB,Yp, Xc, Ye}})
U{(a,X):ae{z,z} ANa,y) € fana ¢ {Xp,Ys, Xc,Yo}}
UW{(a,Y):ae{z,z} ANa,X) € fana ¢ {Xp,Ys, Xc,Yo}}

richtig sein. Dabei ist anzumerken, dass X markiert, dass der Knoten
x respektive z bereits mit einer A-Kante verbunden ist, allerdings
ist diese Kante mit einem Knoten, der nicht mehr im Interface liegt,
verbunden. Analog markiert Y, dass x respektive z bereits mit zwei
A-Kanten verbunden ist, die beide nicht mehr im Interface liegen.
Hierdurch stellen wir sicher, dass die Randknoten nur eine und alle
iibrigen Knoten nur zwei inzidente A-Kanten besitzen. Der Index B
beziehungsweise C' schliellich zeigt an, ob die verschatteten adjazenten
Knoten eine B- oder eine C-Kante haben. Das miissen wir uns merken,
um sicherzustellen, dass nicht zwei B- oder C-Kanten aufeinanderfolgen.
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o permy: fp = fp, fo = fo, fi= fa

e connect”y .. ,: Es sei z der i-te Knoten und y der j-te Knoten in I,

i[i,4]
dann ist dieser Ubergang erlaubt, wenn gilt: = # y, {z,y} Z fs,
{z,y} Z fo, (x,y) ¢ fa - hierdurch stellen wir sicher dass keine zwei
Knoten miteinander verbunden werden, die beide eine Kante des Labels
B oder beide eine Kante des Labels C' haben. Weiterhin fordern wir, um
sicherzustellen, dass die Knoten L und R niemals adjazent zu mehr als
einem anderen Knoten sind und die {ibrigen Knoten niemals adjazent

zu mehr als zwei anderen Knoten sind:

1, fallsz ¢ {L, R}

[fan{(z,2): 2€ IU{XpB, Xc,YB,Yo}}| < {O fallsz € {L, R}

1 fallsy ¢ {L, R}
0 ,fallsy € {L, R}

Dann ist f; = fB, f& = fo, fi = faUu{(z,y), (y,2)}

e connect’y )’ Es sei x der i-te Knoten im Interface I, dann ist dieser

|[fan{(y,z): 2 € TU{Xp,Xc,YB,Yo}}| < {

Ubergang erlaubt, wenn  # R ist und fiir alle y mit (z,y) € fa gilt
y ¢ feU{Xp,Yp}. Dann ist fi; = fpU{z}, f& = fo, f4 = fa.

e connect, ok Es sei x der i-te Knoten im Interface I, dann ist dieser

Ubergang erlaubt, wenn  # L ist und fiir alle y mit (x,7) € fa gilt
y ¢ fcU{Xc,Ye} Dannist fo = fo U{z}, f = fB, fi = fa.

Der dargestellte Automat A akzeptiert tatséchlich jeden Graphen der Sprache
Lpc, sei namlich ein beliebiger Graph G%C, t > 1, gegeben, so ist

2 . 2 2. 3 . 3. 4 .
connectBJl} ; connectcj[z] ; vertexrs ; connectam ;vertexy ; connectB7[4] ;

cannectj[l’zﬂ ; connectiy[&zl] ; resé ;(vertemi ; connectém ; vertewé ;

i—2

connectE’B,m ; connecti[&q ; connecta’[ém] ; resg ; T@S% ) connecti’[zﬁ] ; resg

eine Zerlegung des zugehorigen Cospans in Operatoren. Abgleichen mit den
Zustandsiibergingen des Automaten ergibt, dass diese akzeptiert wird. Fiir
1 = 1 nimmt man statt obiger Operatorfolge die Folge

2 . 2 . 2
connectB’[l] ; connectc,[g} ; COn"ffCtA,[LQ]

Andersherum ist auch jeder von A akzeptierte zusammenhéngende Graph ein
‘5¢» denn wenn keine neuen Knoten hinzugefiigt werden, kann nur akzep-
tiert werden, wenn fu = {(L,R), (R, L)}, fg = {L}, fc = {R} ist, was nach

Abgleich der erlaubten Ubergiinge von einem Startzustand aus nur erreicht
werden kann, wenn der ch eingelesen wird. Werden andererseits in einer
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akzeptierten Operatorsequenz neue Knoten erzeugt, so miissen diese wieder
verschattet werden. Ein Knoten kann nur verschattet werden, wenn er genau
zu zwei anderen Knoten per A-Kante verbunden ist und entweder selbst mit
einer B-Kante verbunden ist und die beiden adjazenten Knoten mit einer
C-Kante verbunden sind oder aber selbst mit einer C-Kante verbunden ist
und die beiden adjazenzten Knoten mit einer B-Kante verbunden sind. Also
handelt es sich auch dann um einen Graphen der Form GY. L(A) - einge-
schrankt auf die zusammenhéngenden Graphen, vergleiche hierzu Beispiel
3.13 - ist also genau die Sprache Lp¢. Dass es sich auch tatséchlich um einen
Graphautomaten handelt sieht man ein, indem man beachtet, dass eine Ent-
sprechung zwischen den Zustdnden und dem bislang eingelesenen Graphen
existiert. Wenn man einen Graphen auf zwei unterschiedliche Weisen zerlegt
und einliest, muss man im gleichen Zustand auskommen, denn wére das nicht
der Fall, so gébe es zwei Zustiande (fa, fB, fc, L, R) und (fy, frf& Ly R)
die nicht gleich sind, aber durch unterschiedliche Zerlegungen des gleichen
Cospans erreicht werden. Wére nun fo # f/, so wire (beachte, wie fc
verdndert wird, ndmlich nur durch Hinzufiigen einer Kante und durch Entfer-
nen eines Knoten) in fo ein Knoten der nicht in f/, liegt - also ein Knoten im
ersten Graph mit einer C-Kante versehen, der es im zweiten Graph nicht ist
oder andersherum, beides wére ein Widerspruch. Analog muss auch fp = f5
sein. Wére nun fa # f’;, so muss einer der folgenden Fille eintreffen:

e f4 enthélt ein Paar aus I x I, das in f’y nicht liegt. Dann miissten aber
(beachte, dass in f4 nur durch Hinzufiigen einer Kante und Loschen
eines Knotens Anderungen vorgenommen werden) zwei Knoten im
ersten Graphen durch eine A-Kante verkniipft sein, die es im zweiten
Graphen nicht sind (analog fiir vertauschte Rollen von f4 und f/;).

e fa enthilt ein Paar aus I x {Xp, X¢}, das f/ nicht enthélt, dann ist
im ersten Graphen ein Knoten durch eine A-Kante zu einem Knoten
verbunden, der nicht mehr im Interface liegt und eine B-Kante (re-
spektive C-Kante) hat, im zweiten Graphen jedoch nicht (analog fiir
vertauschte Rollen von f4 und f%).

e f4 enthilt ein Paar aus I x {Yp,Yc}, das f/y nicht enthilt, dann ist
im ersten Graphen ein Knoten durch eine A-Kante zu zwei Knoten
verbunden, die nicht mehr im Interface liegen und eine B-Kante (re-
spektive C-Kante) haben, im zweiten Graphen jedoch nicht (analog
fiir vertauschte Rollen von f4 und f%).

In jedem Fall ergibt sich ein Widerspruch dazu, dass die Operatorfolgen
den gleichen Cospan bilden, also handelt es sich bei A tatséichlich um einen
Graphautomaten. O

Lemma 8.3 Die Sprache L aller Graphen, die beliebig viele Knoten enthal-
ten und bei denen jeder Knoten adjazent ist zu genau einer Kante des Labels
B oder einer Kante des Labels C, ist erkennbar.
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Beweisskizze: Wir konstruieren abermals einen Graphautomaten A, der
die Sprache L akzeptiert. Die Konstruktion ist &hnlich der, die wir fiir das
Lemma 8.2 durchgefiihrt haben. Zu einem Interface I gibt es die Zustédnde
(fB, fc) wobei fp C I, fo C T und fpN fo =0 gilt. Als Startzustand wéhlen
wir den Zustand mit |I| = 2 und fp = fo = (), als Endzustand die Zusténde
mit |I| = 2 und fg U fc = I. Wir erméglichen schlieflich einen Ubergang
von (fg, fc) nach (ff, f(;) mit den folgenden Operationen:

o vertez?: fp = fp und fi = fc.

e resi': Es sei x der i-te Knoten in I, dann ist dieser Ubergang erlaubt,
falls x € fo U fp, sowie fp = fp\ {z} und f}, = fo \ {z}.

o perm}: fp = fp und f = fc.

e connect’y )’ Es sei x der i-te Knoten im Interface I, dann ist dieser

Ubergang erlaubt, falls ¢ fp U fco ist und f = fp U {z} sowie
[t = fc richtig ist.

e connect, ok Es sei x der i-te Knoten im Interface I, dann ist dieser
Ubergang erlaubt, falls z ¢ fp U fo ist und f, = fo U {z} sowie
[ = fB richtig ist.

O

Lemma 8.4 Die Sprache L aller Graphen, die fir ein n € N n Knoten
enthalten, die adjazent zu genau einer B-Kante sind und n Knoten enthalten,
die adjazent zu genau einer C'-Kante sind, ist nicht erkennbar.

Beweis: Angenommen es géibe einen Graphautomaten A {iber der atomaren
Menge von Cospans, der L akzeptiert. Dann muss es fiir i = 1,2, ... jeweils
paarweise verschiedene Zustéinde geben, deren Interface-Grofle Null ist, denn
firi=1,2,... ist

vertex% ; connectSB’m ; res:f

i—Mal
ein giiltiges Préfix einer Zerlegung eines Graphen in L in atomare Cospans.

Wiirden nun fiir ein ¢ # j zwei Préfixe dieser Form der Lange ¢ bzw. j in
den gleichen Zustand fiithren, so miisste

vertez% ; connect?(’),m ; 7’68? ; cormect%’m ; connectQB’m

i—Mal

von diesem Zustand aus in einen Endzustand fithren. Da es aber egal ist,
ob man dieses Suffix nun an das eine oder das andere Prifix anhéngt und
man in beiden Fillen in den gleichen Endzustand geraten kann, wiirde also
ein Graph akzeptiert werden, der nicht in L liegt. Also muss es unendlich
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viele Zustdnde zum Interface der Grofle Null geben, dann ist A aber nicht
lokal endlich und somit kein Graphautomat. Das steht im Widerspruch zur
Annahme, dass A ein Graphautomat sei und somit haben wir die Aussage
bewiesen. (]



Kapitel 9

Abschluss unter Substitution

Wir werden in diesem Kapitel sehen, dass die erkennbaren Graphsprachen
nicht unter (Kanten-)Substitution abgeschlossen sind. Das ist insofern ein
interessantes Resultat, als dass regulidre Sprachen unter Substitution (eines
Alphabetssysmbols) abgeschlossen sind. Wir wollen zunéchst definieren, was
Substitution genau bedeutet.

Definition 9.1 ((Kanten-)Substitution)

Gegeben sei eine Menge von Graphen L, ein Kantenlabel A der Stelligkeit k
und ein fester Graph G in dem k Knoten als Verschmelzknoten ausgezeichnet
sind. Dann bezeichnen wir als die Menge L', die durch Substitution von
Kanten des Labels A durch den Graphen G entsteht die Menge, die alle
Graphen enthilt, die wie folgt aus einem Graphen G’ aus L entstehen:

e Entferne alle A-Kanten aus G’

o Fiige an Stelle jeder A-Kante den Graphen G ein. Die Verschmelzknoten
von G werden hierbei identifiziert mit den Knoten, die mit der A-Kante
verbunden waren.

Satz 9.2 Die erkennbaren Graphsprachen sind nicht abgeschlossen unter
Substitution.

Beweis: Wir zeigen dies durch Angabe eines Gegenbeispiels. Es sei zunéchst
L die Sprache, die genau die Graphen akzeptiert, die einen Knoten v besitzen
und beliebig viele einstellige A-Kanten besitzt (die dann offensichtlich adja-
zent sein miissen zu v). Als Substitutionsgraph verwenden wir den Graphen
G, der aus genau einem Knoten v besteht, der mit genau einer einstelligen
B-Kante und einer einstelligen C-Kante verbunden ist.

Wir miissen nun zeigen, dass L erkennbar ist. Dies tun wir durch Angabe
eines Graph-Automaten unter Verwendung der atomaren Cospan-Menge.

Als Zusténde verwenden wir die Menge {zp, 21}, 2o ist der (einzige) Startzu-
stand und z; der (einzige) Endzustand. Als Uberginge erlauben wir einen

85



KAPITEL 9. ABSCHLUSS UNTER SUBSTITUTION 86

I"Jbergang mit vertex(l) von zp nach z; sowie mit cormectil [ von 21 nach zy.
Der so angegebene Automat ist offensichtlich ein Graphautomat und erkennt
die Sprache L.

Wir betrachten nun die Menge L’ die entsteht, indem wir auf L die Substitu-
tion aller A-Kanten durch G anwenden. Es entsteht die Menge, die genau
die Graphen enthélt, die gleich viele B- wie C-Kanten enthélt und nur einen
Knoten. Wollten wir nun einen Graph-Automaten fiir L' angeben, so miisste
dieser die Graphen in beliebiger Zerlegung akzeptieren. Insbesondere muss
ein solcher Automat Graphen in der Zerlegung akzeptieren, in der zunéichst
alle B-Kanten und dann alle C-Kanten erzeugt werden. Das bedeutet aber,
dass es unendlich viele Aquivalenzklassen fiir Graphen mit genau einem
Knoten im Interface gibt, namlich fiir i = 0, 1,2, ... die Aquivalenzklasse ,,i
B-Kanten mehr als C-Kanten*“ und fiir j = 1,2, ... die Aquivalenzklasse w]
C-Kanten mehr als B-Kanten*. Also kann es keinen Graphautomaten geben,
der L' akzeptiert, L’ ist also nicht erkennbar. Insgesamt ist die Klasse der
erkennbaren Graphsprachen nicht abgeschlossen unter Substitution. O

Wir haben im vorangegangenen Kapitel bereits gezeigt, dass die erkennbaren
Graphsprachen abgeschlossen sind unter Konkatenation. Durch wiederholtes
Anwenden der Konstruktion ist offensichtlich, dass sie auch unter wiederholter
Konkatenation abgeschlossen sind. Mit einem sehr dhnlichen Gegenbeispiel
wie fiir die Substitution kénnen wir aber noch zeigen, dass erkennbare Graph-
sprachen nicht unter dem Kleene-Stern abgeschlossen sind. Die Definition des
Kleene-Sterns ist allerdings nicht eindeutig fiir erkennbare Graphsprachen
(vgl. [6]), daher definieren wir zunéchst, was wir unter einem Kleene-Stern
verstehen wollen.

Definition 9.3 Gegeben sei eine erkennbare K, K-Graphsprache L und ein
Automat A der L erkennt. Dann bezeichnen wir als L™ die folgende Sprache:

L*={G:IneNK -G+ K=01;...;0n0A\V1 <i<n(o; € L(A)))}

L* ist also die Sprache aller Graphen, deren Cospan sich so zerlegen ldsst,
dass jeder Teilcospan von A akzeptiert wird.

Satz 9.4 Die erkennbaren Graphsprachen sind nicht abgeschlossen unter
dem Kleene-Stern, also unter der beliebig hiufigen Konkatenation.

Beweis: Wir betrachten die Graphsprache L, die als Startinterface einen
einzelnen Knoten hat und genau den Graphen akzeptiert, der einen Knoten
hat und jeweils eine damit verbundene einstellige A-Kante und B-Kante. Der
akzeptierte Graph wird in der Abbildung 9.1 dargestellt.
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B

A\
Abbildung 9.1: Graph in der Sprache L

Dass diese Sprache erkennbar ist, lasst sich durch Angabe eines einfachen
Automaten iiber der atomaren Cospan-Menge zeigen. Der Automat hat vier
Zustande zg, zg, zp und ze. zg ist der einzige Startzustand, z. der einzige
Endzustand. Es gibt (abgesehen von den Identitéitspfeilen fiir die einstellige
Permutation) folgende Ubergiinge:

1
connectA 1

e ) ———— 2z,

1
connectB 1]

° zo—'>zb

connect}4 1]
& 2y — Ze

connect}g 1]
® 2y ——— Ze

Simples Abgleichen der Ubergiinge zeigt, dass der Automat tatséichlich die
gewiinschte Sprache akzeptiert. Wendet man nun auf diese Sprache den
Kleene-Stern an, erhélt man die Sprache aller Graphen, die einen Knoten
enthalten und genau gleich viele A- wie B-Kanten. Dass diese Sprache nicht
erkennbar ist, haben wir aber bereits im vorangegangenen Beweis zu Satz
9.2 gezeigt. Also sind die erkennbaren Graphsprachen nicht abgeschlossen
unter dem Kleene-Stern. (]



Teil 111

Terminierungsanalyse
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In diesem Teil der Arbeit werden wir einen Ansatz zur Terminierungsana-
lyse fiir Stringersetzungssysteme kennen lernen und untersuchen, inwiefern
sich dieser Ansatz auf Graphtransformationssysteme iibertragen lésst. Wir
werden im ersten Kapitel dieses Abschnitts zunéchst 16schende und Match-
beschrinkte Stringersetzungssysteme definieren und wichtige Eigenschaften
dieser Systeme aufzeigen. Die wichtigste Eigenschaft der 16schenden Strin-
gersetzungssysteme fiir die Terminierungsanalyse ist, dass sie Regularitét
erhalten. Der Beweis dieser Eigenschaft wurde in [12] konstruktiv erbracht.
Diese Konstruktion wurde anschlieend genutzt um einen Algorithmus zur
Terminierungsanalyse fiir Stringersetzungssysteme zu entwerfen.

Im zweiten Kapitel dieses Teils wollen wir hieran ankniipfend untersuchen, ob
die vorgestellte Konstruktion sich auf Graphtransformationssysteme iibert-
ragen lédsst. Aus dem vorangegangenen Teil wissen wir bereits, dass die
erkennbaren Graphsprachen nicht unter Substitution abgeschlossen sind, fiir
einen Beweis, dass sie unter der Anwendung 16schender Graphtransformati-
onssysteme abgeschlossen sind, miissten wir also eine andere Konstruktion
wiahlen, als im Fall der Stringersetzungssysteme. Wir werden allerdings an-
hand eines Gegenbeispiels sehen, dass die Suche nach einem anderen Beweis
hierfiir nicht zielfiithrend sein kann, denn die erkennbaren Graphsprachen
sind nicht abgeschlossen unter der Anwendung l6schender Graphtransforma-
tionssysteme.



Kapitel 10

LOschende und
Match-beschrankte
Stringersetzungssysteme

Wir wollen in diesem Kapitel ein Verfahren zur Untersuchung von Stringerset-
zungssysteme auf Terminierung kennen lernen, das von Alfons Geser, Dieter
Hofbauer und Johannes Waldmann in [8] entwickelt wurde. Ziel ist es, fiir ein
gegebenes Stringersetzungssystem festzustellen, ob es auf jeder Zeichenkette
einer gegebenen regulidren Sprachen terminiert. Ein Stringersetzungssystem
terminiert auf einer Zeichenkette, wenn nur endlich viele Regelanwendungen
auf der Zeichenkette moglich sind. Zunéchst werden wir 16schende und Match-
beschrinkte Stringersetzungssysteme defininieren, anschlieffend stellen wir
die Konstruktion vor, mit der Alfons Geser, Dieter Hofbauer und Johannes
Waldmann in [8] bewiesen haben, dass Match-beschrinkte Stringersetzungs-
systeme Regularitdt erhalten und schliellich kénnen wir auf dieser Grundlage
ein Verfahren angeben, um zu iiberpriifen, ob ein Stringersetzungssystem auf
einer gegebenen reguliren Sprache terminiert.

Das Verfahren iiberpriift im Wesentlichen, ob ein gegebenes Stringerset-
zungssystem S Match-beschrénkt ist. Dafiir konstruiert man fiir ¢ = 0, 1, ...
einen nichtdeterministischen endlichen Automaten fiir das Match-System
Match.(S). Findet man ein c fiir das Match.y1(S) = Match.(S) gilt, so ist
S Match-bechrankt durch S und terminiert somit, da Match-beschriankte
Systeme 16schend sind und 16schende Systeme terminierend sind. Die Aus-
sagen in diesem Kapitel werden wir nicht beweisen, sie sind allerdings in
[12], respektive [8] bewiesen. Wir definieren zunéchst, was wir unter einem
l6schenden Stringersetzungssystem verstehen. Die folgenden Definitionen
und Sétze sind [12] entnommen.

Definition 10.1 Fin Stringersetzungssystem S tber einem Alphabet ¥ nen-
nen wir >-ldschend, falls folgendes gilt:

90
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e > ist eine strenge Ordnung auf >, das heifst > ist transitiv und fir
a,beX gilta>b = bFfa

e Fiir jede Regel l — r ist die Bedingung | > r richtig.

Dabei erweitern wir die Relation > von einzelnen Zeichen auf Zeichenketten
wie folgt. Es sei L die Multimenge der in | enthaltenen Zeichen und R die
Multimenge der in r enthaltenen Zeichen, dann gelte die Aquivalenz:

I>re LAERAVEE R\LIK e L\R: K >k

Dabei sei \ die Multimengen-Differenz und es gilt a € L genau dann wenn
es mindestens ein a in der Multimenge L gibt.

Wir nennen ein Stringersetzungssystem S schlief$lich einfach 16schend, falls
es eine Ordnung > gibt, so dass S >-ldschend ist.

Satz 10.2 Die ldschenden Stringersetzungssysteme haben linear beschrdnkte
Berechnungskomplezitit. Das bedeutet, dass die Zahl der mdéglichen Ableitun-
gen eines loschenden Stringersetzungssystems auf einem gegebenen Wort mit
n Zeichen beschrinkt ist durch O(n). Insbesondere sind also alle loschenden
Stringersetzungssysteme terminierend auf allen Mengen von Wartern, die
tber ihrem Alphabet definiert sind.

Wenn wir also einen Algorithmus angeben, der fiir ein gegebenes Strin-
gersetzungssystem iiberpriift, ob es loschend ist, so erhalten wir hiermit
auch einen Algorithmus mit einseitigem Fehler zur Uberpriifung, ob das
Stringersetzungssystem terminierend ist. Wir werden im Folgenden die we-
sentlichen Konstruktionsschritte, die zum Beweis fithren, dass loschende
Stringersetzungssysteme die Regularitéit erhalten, vorstellen.

Bemerkung 10.3 Erweiterung des Alphabets
Wir werden im Folgenden oftmals ein Alphabet A wm neue Buchstaben
erweitern miissen. Wir gehen hierbei von einem fizen endlichen Grundal-
phabet 3 aus und definieren das unendliche Alphabet X' wie folgt. Es gilt
Y =3 x N*, ein Zeichen ' € ¥ hat also die Form x’ = (x,[n1, ...,ng]) mit
zxeXundn; €N firj=1,.. k. Wiridentifizieren weiterhin (x,[]) mit x
und bezeichnen fir ein Zeichen (x,[n, ...,ng]) = 2’ € X' mit o das Zeichen
(z,[n1,...,nk, j]). Wenn wir also ein endliches Alphabet A O % erweitern,
indem wir sagen ,Es sei a € A und a1 ein neues Zeichen, das nicht in A
enthalten ist“, dann bezeichnen wir mit ay ein neues Zeichen aus X', das
nicht in A enthalten ist.
FEine partielle Ordnung > auf X erweitern wir zu einer partiellen Ordnung
auf X' als

(x,m)> (y,n) S x>yV(e=yAmCn)

Dabei bedeutet m C 71, dass T ein echtes Prdfiz von T ist.
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Wir werden in den folgenden beiden Lemmata die zwei wesentlichen Um-
formungsschritte kennen lernen, die von der Konstruktion zum Beweis des
Erhalts der Regularitéit durch 16schende Stringersetzungssysteme genutzt
werden.

Lemma 10.4 Es sei R ein Stringersetzungssystem tber dem Alphabet X
und a € %, dann gilt
R*=R.oR!
mit
R,={l—=r:(l—r)eRl=a},
Ry={l—71r":(I—=r)eR\ Ryr" €Rr)}

Wenn a nicht auf der rechten Seite irgendeiner Regel in R, vorkommt, dann
ist R, eine endliche Substitution und R, ein endliches Stringersetzungssys-
tem.

Lemma 10.5 (Splitting)

Es sei R ein Stringersetzungssystem tber dem Alphabet ¥ und (z,x9 —
y12y2) € R mit a € ¥ und x;,y;,z € ¥*. Weiterhin seien a1 und as zwei
neue Zeichen, die nicht in 3 vorkommen, dann bilden wir das Stringerset-
zungssystem R’ aus R, indem wir die obige Regel entfernen und durch die
folgende Menge an Regeln ersetzen:

{a = a1zag, r101 — Y1, 0272 — Y2}

Dann ist R* = R"*|yx. Weiterhin, falls R >-léschend ist und a > d fiir alle
d € X(y12y2) richtig ist, ist R lischend.

Wir merken noch an, dass wir davon ausgehen kénnen, dass jedes untersuchte
Stringersetzungssystem die Eigenschaft hat, dass jedes Alphabetssymbol in
jeder Regel hochstens ein Mal auf der linken Seite vorkommt. Kommt ein
Zeichen a zwei Mal in einer Regel auf der linken Seite vor, so kénnen wir
das erste Vorkommen von a durch einen neuen Buchstaben a; ersetzen und
die Regel @ — a; hinzufiigen. Wenn wir diese Uberlegung iteriert anwenden,
erhalten wir ein Stringersetzungssystem in der gewiinschten Form.

Wir verwenden nun die oben angegebenen Konstruktionen, um zu zeigen, dass
sich jedes 16schende Stringersetzungssystem R schreiben ldsst als eine Folge
von Substitutionen, gefolgt von invers kontextfreien Regeln und schlieflich
einer Restriktion auf das urspriingliche Alphabet. Da regulére Sprachen abge-
schlossen sind unter Substitution, der Anwendung invers kontextfreier Regeln
und der Restriktion, folgt damit, dass l6schende Stringersetzungssysteme
Regularitéit erhalten.
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Satz 10.6 Idschende Stringersetzungssysteme erhalten Regularitit, das heifst,
wenden wir ein loschendes Stringersetzungssystem auf eine requlire Sprache
an, so erhalten wir wieder eine reguldire Sprache.

Wir nehmen an, dass auf jeder linken Seite einer Regel jedes Zeichen maximal
ein Mal vorkommt und konstruieren eine Folge (S;, M;, N;)ien, so dass fiir
alle ¢ gilt: S; ist eine endliche Substitution, M; ist ein invers kontextfreies
Stringersetzungssystem (also die rechte Seite einer Regel enthélt genau ein
Zeichen) und N; enthilt nur Regeln, die nicht invers kontextfrei sind. Fiir
alle 7 soll dann gelten

R = (M; UN))* o (S;0...081))]|s.

Wir starten mit Sy als Identitat, My, der Menge der invers kontextfreien
Regeln in R und Ny, der Menge der nicht invers kontextfreien Regeln in R.
Wir iterieren nun iiber 7, bis wir ein ¢ erreicht haben, fiir das N; = ) gilt, denn
dann haben wir eine Zerlegung des Stringersetzungssystems R gefunden, die
nur aus Substitutionen, gefolgt von invers kontextfreien Regeln und einer
Restriktion besteht. Gelangen wir zu einem 4, bei dem diese Bedingung noch
nicht erfiillt ist, erhalten wir (S;y1, Miy1, Niy1) aus (S1, M;, N;) wie folgt:

e Wir wihlen eine beliebige Regel (I — r) € N; und bestimmen das
gemifl der Ordnung > grofite Zeichen a in [. Wir nennen [ — r die
Pivotregel und a das Pivotzeichen.

e [ — r ist nicht invers kontextfrei, die rechte Seite hat also mindestens
zwei Zeichen. Wir konnen also r schreiben als by zbs, wobei by und bs
jeweils ein Zeichen sind und z eine (mdoglicherweise leere) Zeichenkette.
Weiterhin kéonnen wir die linke Seite der Regel schreiben als [ = [als
wobei /1 und Il (moglicherweise leere) Zeichenketten sind und a das
Pivotzeichen. Wir wenden nun Lemma 10.5 an, um die Regel | — r zu
zerlegen in die drei Regeln {a — ajzag,lia; — by, asle — by}. Dabei
sind a7 und a9 frische Buchstaben. Wir erhalten nun Ni’ aus N; indem
wir die Regel | — r durch die obigen drei Regeln ersetzen.

e Es sei nun R, = M; U N/ und wir bestimmen geméf des Lemmas 10.4

(R))q und (R})q. (R}), ist eine Substitution, die wir als S;4; wéhlen.

M; 1 definieren wir zu den invers kontextfreien Regeln von (R}), und

Nit1 zu den nicht invers kontextfreien Regeln von (R}),.

Im Folgenden werden wir einsehen, wieso die gerade beschriebene Konstruk-
tion zur Terminierungsanalyse verwendet werden kann. Der Rest dieses
Kapitels folgt nun den Darstellungen aus [8]. Wie im Fall der 16schenden
Stringersetzungssysteme werden wir die Beweise der Aussagen hier nicht
besprechen, die Beweise finden sich allerdings in [8]. Wir beginnen damit,
die Klasse der Match-beschrankten Stringersetzungssysteme zu definieren.
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Hierzu fithren wir zunichst Funktionen ein, die dazu dienen, sich fiir einen
Buchstaben in einem String zu merken, wie viele Regelanwendungen benotigt
wurden, um diesen Buchstaben zu generieren.

Definition 10.7 (Match-System)
Gegeben sei ein Alphabet ¥. Wir definieren die Morphismen lift,, base und
height:

lift, : X" - (ExN)*:aw— (a,c)

base : (X x N)* — ¥* : (a,¢) = a
height : (X x N)* — N*: (a,c) — ¢

Auf dieser Basis konnen wir nun zu einem gegebenen Stringersetzungssystem
R das zugehirige Match-System match(R) definieren zu

match(R) = {l' = lift.(r) : (Il = r) € R, base(l') =1, c = 1+min(height(l'))}

Hiermit kénnen wir nun definieren, was wir unter einem Match-beschrinkten
Stringersetzungssystem verstehen.

Definition 10.8 Fin Stringersetzungssystem R iiber dem Alphabet 3 nennen
wir Match-beschrinkt fiir eine Sprache L C X* durch ¢ € N, falls gilt:

o c ¢ lhs(R)
o mazx(height(x)) < c fiir alle z € match(R)*(lifto(L))
Dabei ist Ihs(R) die Menge aller linken Seiten von Regeln in R.

Die Klasse der Match-beschrinkten Stringersetzungssysteme ist nun auf
Grund zweier Eigenschaften fiir uns besonders interessant.

Satz 10.9 FEs gelten die folgenden beiden Aussagen:

1. Fir alle Stringersetzungssysteme R mit € ¢ lhs(R) und alle ¢ € N ist
das System match.(R) ldschend.

2. Zusammen mit dem Frgebnis aus Satz 10.2, dass loschende Stringerset-
zungssysteme terminierend sind, folgt, dass falls R Match-beschrdankt
fir L ist, R auch terminierend fiir L ist.

Analog erhalten wir zudem:

Satz 10.10 Ist R loschend, so ist R Match-beschrdnkt.

Folgerung 10.11 Fualls R Match-beschrdnkt fir eine regulire Sprache L ist,
so ist auch R*(L) regulir
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Auf Grund dieser Ndhe der Begriffe der Match-Beschrinktheit und der
l6schenden Stringersetzungssysteme, kénnen wir nun aus der Konstruktion
zu Satz 10.6 ein Verfahren entwerfen, zu entscheiden, ob ein Stringerset-
zungssystem Match-beschrankt durch eine Konstante ist. Da wir wissen,
dass aus der Match-Beschrénktheit Terminierung folgt, haben wir somit ein
Verfahren mit einseitigem Fehler gefunden, um festzustellen, ob ein gegebenes
Stringersetzungssystem auf einer gegebenen regulidren Sprache terminiert.

Satz 10.12 Gegeben seien ein Stringersetzungssystem R, eine regquldre Spra-
che L und ein ¢ € N. Dann ist die Frage, ob R fiir L durch ¢ Match-beschrinkt
ist entscheidbar

Beweis: Wir konstruieren einen endlichen Automaten fiir die Sprache
Ley1 = matcher1(R)* (lifty(L))

mittels des Verfahrens aus dem Satz 10.6. Dann ist R Match-beschrénkt
durch ¢ fiir L, genau dann wenn maz(height(L.y1)) < c richtig ist. Ob
diese Bedingung erfiillt ist, kann man im Automaten ablesen, indem man
iiberpriift, ob es einen akzeptierenden Pfad im Automaten gibt, auf dem ein
Zustandsiibergang mit einem Alphabetssysmbol der Hohe ¢ + 1 liegt. O
Wendet man dieses Verfahren fiir ¢ = 1,2,... an, so erhilt man ein Semi-
Entscheidungsverfahren fiir das Problem, ob R auf L terminierend ist. Auf
Grund der Unentscheidbarkeit dieses Problems gibt es kein Entscheidungs-
verfahren, so dass dieses Ergebnis bereits ein gutes Ergebnis ist.



Kapitel 11

Loschende und
Match-beschrinkte Graph-
transformationssysteme

Wir haben im vergangenen Kapitel gesehen, wie die Begriffe der 16schen-
den und Match-beschrankten Stringersetzungssysteme zu einem guten Al-
gorithmus gefiithrt haben, um Terminierung nachzuweisen. Wir wollen in
diesem Kapitel untersuchen, ob sich dieser Ansatz fiir den Graphen-Kontext
adaptieren lasst. Dazu miissen wir die Begriffe der 16schenden und Match-
beschrinkten Systeme natiirlich auf den Graphenfall verallgemeinern. Wir
werden sehen, dass sich eine Reihe von Eigenschaften mit strukturell sehr
dhnlichen Beweisen wie im Stringersetzungsfall beweisen lassen, allerdings
werden wir auch sehen, wieso dieser Ansatz leider nicht zu einem Ergebnis
vergleichbarer Giite fithren kann, wie im Stringersetzungsfall. Die folgenden
Definitionen, Sitze und Beweise orientieren sich strukturell stark an den in
[12] vorgestellten Ergebnissen im Fall der Stringersetzung.

Definition 11.1 FEin Graphtransformationssystem (GTS) S tber einer Kan-
tenlabelmenge A ist >-ldschend fiir eine strenge Ordnung > auf A, falls fiir
jede Regel L+ I — R € S gilt L > R, wobei > wie folgt auf Graphen L und
R verallgemeiner wird:

Es bezeichne | die Multimenge, die die Label der Kanten in L (mit ihrer
Vielfachheit gezihlt) enthdlt und v die Multimenge, die die Label der Kanten
in R (mit ihrer Vielfachheit gezihlt) enthdlt. Dann gilt

L>Rel#rAVker\ITK el\r:k >k

Dabei ist \ die Multimengen-Differenz.
Wir nennen ein GTS S schlieflich einfach loschend, wenn es eine strenge
Ordnung > gibt, so dass S >-ldschend ist.
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Satz 11.2 Idschende Graphtransformationssysteme sind linear in ihrer Be-
rechnungskomplezitit beschrinkt, das heif§t, dass ausgehend von einem Gra-
phen mit n Kanten héchstens O(n) viele Regelanwendungen méglich sind.

Korollar 11.3 Aus obigem Satz folgt direkt, dass léschende Graphtrans-
formationssysteme terminierend sind, es also keine unendliche Folge von
Regelanwendungen auf einen gegebenen Graphen geben kann.

Beweis: Es sei S ein l6schendes GTS. Dann gibt es eine strenge Ordnung >,
so dass R >-16schend ist. Im Folgenden sei nun ¢ : HGraph — MSet die
Funktion, die einen Hypergraphen auf die Multimenge seiner Kantenlabels
abbildet. Nach Definition eines >-loschenden GTS muss fiir jede Regel
L — R € S gelten, dass g(L) > g(R). Seien also G;, G;4+1 Hypergraphen
mit G; —g Git1, so muss auch g(G;) > g(G;11) gelten. Weiterhin muss
l9(Git1) \ 9(Gi)| < m gelten, mit m = max{|h(R)|: L+ I - R € S}. Wir
bezeichnen fiir ein Kantenlabel k mit h(k) die Hohe dieses Kantenlabels, also
die Zahl der Kantenlabels, die kleiner als k sind:

h(k)=|{k' € A: k> K}

Es sei nun G ein beliebiger Graph mit g(G) = {k1, k2, ..., ks }. Wir wollen
die Zahl der moglichen Transformationsschritte fiir G abschétzen. Hierzu
nehmen wir an, dass h(ki) = ... = h(k;) = ... = h(k,) richtig ist.

Anderenfalls, falls also h(k1) = ... = h(k;) = ... = h(ky,) nicht gilt, iiberschéitzen
wir die Zahl der moglichen Transformationsschritte, indem wir den Wert von

h(k;), 1 <i < n,auf k := max{h(k;) : 1 <1i < n} setzen, indem wir A um

Hilfslabel erweitern wie folgt.

Sei i so gewahlt, dass h(k;) < k, dann fiigen wir k — h(k;) Hilfslabel k;,, ...

kik—h(ki) ein, erweitern > um die Beziehungen k > ... >k, > k; und

fiigen zu S die Transformationsregeln

Th—h(k;)

G(kik—h(ki)) —1I— G(/ﬁz)

hinzu, fiir die G(kikfh(ki)) ein zusammenhéngender Graph ist, der genau
eine Kante des Labels kik—h(ki) enthédlt und G(k;) aus G(kik_h(k”) entsteht,
indem man die Kante mit dem Label k; versieht. I bezeichnet den zugehori-
gen Interface-Graphen, einen diskreten Graphen, der genauso viele Knoten
enthélt wie G(k;). SchlieBlich ersetzen wir in G k; durch kik—h(ki)‘ Fiithren
wir dies fiir alle ¢ € {1,2,...,n} durch, so erhalten wir einen Graphen der
gewiinschten Form, fiir den nach Anwendung der neu hinzugefiigten Regeln
an jeder moglichen Stelle genau die Transformationen méglich sind, die auch
fiir den urspriinglichen Graphen moglich waren. Wir haben also sichergestellt,
dass wir die Zahl der maximal moglichen Transformationen auf diese Weise
nicht gesenkt haben.
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Es gelte nun also ¢(G) = {k1,ka,....,kn} und h(k1) = ... = h(k;)) = ... =
h(ky,). Fiir jedes Kantenlabel in ¢g(G) ldsst sich die Zahl der moglichen
Transformationen maximieren, indem wir annehmen, dass wir stets nur
Transformationen der Art durchfiihren, dass die linke Seite genau eine Kante
k; aus G enthilt und die rechte Seite m neue Kanten mit sich bringt (mehr
sind nicht mdglich, denn wir haben m so gesetzt, dass es die maximale Anzahl
an Kanten auf der rechten Seite einer Regel ist), die alle die hochstmogliche
Hohe haben, es gilt also fiir jede neue Kante kf: h(k}) = h(k;) — 1. Diese
Abschétzung liefert tatséichlich die maximale Zahl der Regelanwendungen,
denn umfasst die linke Seite einer angewandten Regel mehr als eine Kante, so
kann die Gesamtzahl an Kanten nach der Regelanwendung nur um weniger
als m—1 groBer sein als vor der Regelanwendung, wir verlieren also potentielle
Regelanwendungen. Insgesamt sind je Kante k; also maximal 1+m+m?+...+

mh(ki) = Z?(%) m? Regelanwendungen moglich. Wir zeigen nun unter (B),

dass Z;ﬁé) m? < (m+ 1)M¥%) richtig ist, dann gilt nimlich mit ¢ = (m+ 1)*,
wobei k := h(k1) = ... = h(ky,,) gesetzt ist, dass die Zahl der anwendbaren
Transformationen beschriinkt ist durch "7 ; ¢ = cn € O(n). Diese Summe
entspricht der Summe aller méglicher Regelanwendungen ausgehend von den
Labels von kq, ..., ky.

Zunéchst benotigen wir eine Hilfsaussage:

(A) Es gilt fiir alle # > 0 und n € Ny die Ungleichung (z + 1)+ >
2"t 4 (z + 1)™ Diese zeigen wir induktiv:

Induktionsanfang (n = 0): (z + 1) =2+ 1> 207 + (2 +1)°
Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gilt fiir alle Werte bis zu einem
gewissen n € Ny.

Induktionsschritt (n — n + 1):

(z+ D) = (2 4 1) (@ + )" > vy (@ + 1)@ + (z+ 1))
_ xn+2 + (.%' + 1)n+1 + xn-&-l Z xn+2 + (.%' + 1)n+1

Damit beweisen wir nun die Aussage (B), wiederum induktiv:

(B) Es gilt fiir alle z > 0 und n € Ny die Ungleichung > 7_, 2% < (z + 1)™.
Induktionsanfang (n = 0): 22:0 b =1=(z+1)°
Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gilt fiir alle Werte bis zu einem
gewissen n € Njy.

Induktionsschritt (n — n + 1):

n+1 n
ka _ xn—i—l + Zxk S(IV) xn—i—l + (.%' + 1)n S(A) (33 + 1)n+1
k=0 k=0

O
Im Folgenden wollen wir die Labelmenge, iiber der ein Graphtransformations-
system definiert ist, erweitern. Sei A die Labelmenge, die wir erweitern wollen.
Wir wollen zu einem Label a € A neue Label a;, a;j, ... einfithren. Hierzu
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betrachten wir das unendliche Alphabet A’ = A x N*, dann hat jedes Label
in A’ die Form 2’ = (z,[n1,...,n]) mit x € A und n; € N fir j =1, ..., k.
Auch wenn wir an dieser Stelle ein unendliches Alphabet definieren, werden
wir spéter sehen, dass wir nur eine endliche Teilmenge dieses Alphabets
bendtigen werden, um unsere Konstruktionen ausgehend von einem endli-
chen Alphabet umzusetzen. Wir bezeichnen weiterhin mit der Basis eines
Labels 2’ = (z,[nq,...,nt]) € A’ das zugrundeliegende Label z, in Zeichen
base((z,[n1,...,nk])) = x. Weiterhin schreiben wir fiir 2/ = (x, [n1, ..., ng])
die Variable (z,[nq, ..., ng, j]) auch als x; Fiir den Fall, dass k& = 0 ist, also
die Sequenz der natiirlichen Zahlen leer ist, identifizieren wir 2’ = (z, []) mit
T.

Wir erweitern nun eine partielle Ordnung > auf A zu einer partiellen Ordnung
auf A’ wie folgt:

(z, [m1, ma, ..., mg]) > (z,[n1,n2, ..., n]) & x> yV(z = yAl > kA /\ (n; =my))
1<i<k

Es ist also (z,m) > (y,n) genau dann, wenn z > y ist, oder aber wenn z =y
ist und die Sequenz m ein (echtes) Prifix der Sequenz n ist.

Wir fahren nun fort mit der Definition der Match-beschrinkten Graphtrans-
formationssysteme. Die folgenden Definitionen, Sétze und Beweise orientieren
sich stark am analogen Fall fiir Stringersetzungssysteme, wie sie in [8] unter-
sucht wurden.

Definition 11.4 (Match-GTS)
Es sei S ein GTS iiber der Labelmenge A. Wir definieren das zu S gehdrige
Match-GTS Match(S) wie folgt.

1. Wir definieren fiir ¢ € Ng die Abbildung lift, : HGraph — HGraph
gemdayfs

lift ((V, E, sre, tgt, lab)) = (V, E, src, tgt, {(x, (lab,c)) : (x, lab) € lab})
2. Wir definieren weiterhin die Abbildung base : HGraph — HGraph
gemdf
base((V, E, src, tgt, lab)) = (V, E, src, tgt, m o lab)

Hierbei ist m die Projektionsfunktion, die das erste Element eines
Tupels zuriick gibt.

3. Schlieflich definieren wir die Abbildung height : HGraph — Ny zu

height(V, E, src, tgt, lab) = {n : n € ma(ma(x)),x € lab}
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4. Das Match-GTS zu S wird nun iber der — zundchst unendlichen —
Labelmenge A x Ny definiert zu

match(S) = {L' « I — lift (R) :
(L+ I — R) € S, base(L') = L,c =1+ min(height(L'))}

Dabei ist min die Minimumsfunktion.

Zwar betrachten wir im allgemeinen Fall eine unendliche Labelmenge, wir
konnen uns aber fiir den Fall eines Match-beschrinkten Graphtransformati-
onssystems auf eine endliche Labelmenge zuriickziehen.

Definition 11.5 (Match-beschrinkte GTS)

FEs sei S ein Graphtransformationssystem tiber der endlichen Labelmenge
A. Wir nennen S Match-beschrinkt durch ¢ € N fiir eine Graphsprache L,
falls jede linke Seite einer Transformationsregel in S mindestens eine Kante
enthdlt und folgendes gilt:

max(height(z)) < cVx € match(S)*(lifty(L))

Wir nennen S einfach Match-beschrinkt (durch c), wenn S fir die Sprache
aller Graphen iber der Labelmenge A Match-beschrinkt (durch c) ist.

Wissen wir, dass ein System S Match-beschriankt durch c ist, so konnen wir
die Labelmenge des Match-GTS einschriinken auf A x {0,1,...,c} und so
wieder eine endliche Labelmenge erhalten. Wir nennen das auf das Alphabet
A x {0,1,..., ¢} eingeschrinkte Match GTS zu S Match.(S). Wir verwenden
diese Einschrinkung auf ein Alphabet auch dann, wenn S nicht Match-
beschrinkt ist oder wir jedenfalls nicht wissen, ob S Match-beschrankt ist.
Allerdings ist dann nicht sichergestellt, dass fiir n > ¢ gilt

S™ 1, = (base o match(S)" o lifty)r,

ist S hingegen Match-beschriankt beziiglich L mit ¢, so gilt diese Gleichung
fiir alle n € Ny.

Lemma 11.6 Fir alle Graphtransformationssysteme S tber der Labelmenge
A, die keine Regel mit linker Seite ohne Kante enthalten, ist match.(S) fir
alle ¢ € Ny loschend.

Beweis: Wir definieren die Ordnung > auf A x {0,1, ..., ¢} gemé$ (a,m) >
(b,n) & m < n. Wir zeigen nun, dass match.(S) >-16schend ist. Hierzu
betrachten wir eine beliebige Regel (L < I — R) € match.S und zeigen,
dass L > R richtig ist. Zun#chst einmal ist klar, dass die Multimenge der
Kantenlabel von L und R nicht identisch sein kann, auf Grund der Definition
des Match-Graphen, denn die geringste Hohe eines Kantenlabels auf der
linken Seite ist genau um 1 geringer als die Hohe eines jeden Kantenlabels
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auf der rechten Seite. Wir betrachten nun also eine Kante k£ € R, die ein
Label hat, das keine Kante in L hat, gibt es eine solche Kante nicht, ist die
Bedingung fiir ein >-16schendes GTS trivial erfiillt. Wir suchen nun eine
Kante k" in L, die ein Label hat, das beziiglich der Ordnung > ein grofieres
Label hat, als k. Das ist nach Definition von > #dquivalent dazu, eine Kante
k' in L zu suchen, die eine kleinere Hohe hat, als k. Hierzu wéhlen wir k' als
eine Kante mit der minimalen Hohe in L, nach Definition hat jede Kante in
R eine um 1 grofere Hohe als &/, also hat auch k eine grofiere Hohe als &/.
Da wir bereits bewiesen haben, dass 16schende Graphtransformationssysteme
terminierend sind, folgt direkt:

Korollar 11.7 Fir alle Graphtransformationssysteme S iiber der Labelmen-
ge A, die keine Regel mit linker Seite ohne Kante enthalten, ist match.(S)
fiir alle ¢ € Ng terminierend.

Schliefllich kénnen wir auch beweisen, dass Match-beschrinkte GTS termi-
nierend sind.

Satz 11.8 Ist S ein fiir L durch ¢ Match-beschrinktes GTS, so ist S termi-
nierend auf L

Beweis: Wir zeigen dies durch Widerspruch. Angenommen, es géibe eine
unendliche S-Ableitung, die bei einem Element von L beginnt, so kann diese
Ableitung in eine unendliche match(S)-Ableitung umgeformt werden, die
bei einem Element von lifty(L) beginnt. Da aber S fiir L durch ¢ Match-
beschrinkt ist, muss diese Ableitung auch eine match.(S)-Ableitung sein.
Das steht aber im Widerspruch zum gerade bewiesenen Lemma, das besagt,
dass match.(S) terminiernd ist. O

Korollar 11.9 Jedes Match-beschrinkte GTS ist linear in seiner Berech-
nungskomplexitit beschrinkt

Das ldsst sich genauso wie obiger Satz beweisen, mit der zusétzlichen Anmer-
kung, dass wir nicht nur gezeigt haben, dass l6schende GTS terminierend
sind, sondern sogar, dass sie linear beschrinkte Berechnungskomplexitét
besitzen.

Nachdem wir bereits eingesehen haben, dass Match-beschrankte GTS l6schend
sind, wollen wir noch zeigen, dass auch jedes 16schende GTS Match-beschrinkt
ist.

Satz 11.10 Ist S ein loschendes GTS tiber A, so ist S auch Match-beschrankt

Beweis: Es sei > so gewihlt, dass S >-l6schend ist. Sei nun k die Linge der
grofiten >-Kette in A, dann ist S Match-beschrénkt durch k. O
Wir sehen also, dass ganz analog zum Stringersetzungs-Fall Match-beschrink-
te Graphtransformationssystem terminierend sind. Gelénge es also, in Ana-
logie zum String-Fall ein Semientscheidungs-Verfahren zu entwickeln, das
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untersucht, ob ein gegebenes Graphtransformationssystem Match-beschrinkt
ist, so erhielten wir gleichermaflen ein Verfahren, um ein Graphtransfor-
mationssystem auf Terminierung zu untersuchen. Ziel wire es nun, die
Konstruktion auf den Graphenfall zu adaptieren und zu zeigen, dass Match-
beschrankte Graphtransformationssysteme Erkennbarkeit erhalten. Genau
die gleiche Konstruktion kénnen wir hierfiir nicht verwenden, denn wir haben
bereits gezeigt, dass die erkennbaren Graphsprachen nicht unter Substitution
abgeschlossen sind. Wir werden nun allerdings leider auch noch einsehen,
dass erkennbare Graphsprachen grundsétzlich nicht unter der Anwendung
von Match-beschrankten Graphtransformationssystemen abgeschlossen sind.

Satz 11.11 Die erkennbaren Graphsprachen sind nicht unter der Anwendung
Match-beschrinkter Graphtransformationssysteme abgeschlossen

Beweis: Wir verwenden das Beispiel aus Satz 9.2 und zeigen nur noch,
dass das Graphtransformationssystem, das nur aus der Regel besteht, die
eine A-Kante durch eine B- und eine C-Kante ersetzt, l6schend ist. Wir
betrachten die Ordnung A > B > C, dann ist die einzige Regel des Graph-
transformationssystems 16schend, denn A > B und A > C' ist richtig und auf
der linken Seite befindet sich eine A-Kante, auf der rechten Seite nur B- und
C-Kanten. Also ist das Graphtransformationssystem tatséchlich 16schend.
Wie in Satz 9.2 sehen wir aber ein, dass die Sprache aller Graphen mit einem
Knoten und beliebig vielen A-Kanten erkennbar ist, wohingegen die Sprache
aller Graphen mit einem Knoten und beliebig vielen A-Kanten und gleich
vielen B- wie C-Kanten nicht erkennbar ist. U



Kapitel 12

Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir eine Reihe von Abschlusseigenschaften fiir er-
kennbare Graphsprachen nachweisen kénnen, andere aber auch widerlegen
konnen. Bereits im Vorfeld war bekannt, dass die erkennbaren Graphspra-
chen abgeschlossen sind unter Vereinigung, Schnitt und Komplement. Diese
Eigenschaften wurden bereits in [4] nachgewiesen. In dieser Arbeit haben wir
zusétzlich bewiesen, dass die erkennbaren Graphsprachen abgeschlossen sind
unter Konkatenation, sowie unter der Anwendung invers kontextfreier Gra-
phersetzungsregeln. Negative Ergebnisse haben wir fiir die Substitution, die
Anwendung von Regeln, die Kanten loschen und den Kleene-Stern erhalten.
Erkennbare Graphsprachen sind also nicht abgeschlossen unter Substitution,
16schende Graphersetzungsregeln und der Anwendung des Kleene-Sterns.

Der Beweis des Abschlusses unter Konkatenation erfolgte im allgemeineren
Setting der adhésiven Kategorien und durch den Nachweis im Spezialfall
der Graphsprachen, dass der Abschluss unter Anwendung des Kleene-Sterns
nicht gegeben ist, wissen wir dies natiirlich auch im Allgemeinen fiir adhé#si-
ve Katgorien. Wir haben also fiir erkennbare Pfeilsprachen auf adhésiven
Kategorien ebenfalls Einblicke in die Abschlusseigenschaften gewonnen.

Wir haben weiterhin gesehen, dass eine Mdglichkeit zur Terminierungsanaly-
se fiir Graphtransformationssysteme darin besteht, zu iiberpriifen, ob das
Graphtransformationssystem ein Match-beschrinktes System ist. Auf die-
ser Basis wurde in vergangenen Arbeiten bereits ein in praktischen Tests
erfolgreiches System zur Terminierungs-Priifung von Stringersetzungssyste-
men ausgearbeitet. Die wichtigste Grundlage fiir diesen Algorithmus ist ein
Satz, der den Erhalt der Regularitéit einer Sprache betrifft. Leider mussten
wir bereits feststellen, dass die erkennbaren Graphsprachen, anders als die
reguléren Sprachen, nicht unter Substitution abgeschlossen sind. Dies war
allerdings eine wichtige Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit des Algorith-
mus’ im Stringersetzungsfall, so dass gewiss eine andere Zerlegung gewéhlt
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werden miisste. Leider hat sich zudem herausgestellt, dass l6schende Graph-
transformationssysteme die Regularitét nicht erhalten. Damit ist allerdings
eine Adaption des Algorithmus vom String-Fall auf das Graphen-Setting
unmoglich. Nichtsdestotrotz haben wir gesehen, dass der Nachweis, dass ein
Graphtransformationssystem l6schend oder Match-beschriankt ist, generell
zur Terminierungsanalyse verwendet werden kann. Ein anderer Ansatz, diese
Figenschaften nachzuweisen kénnte also zu einem guten Verfahren zur Ter-
minierungsanalyse fiihren.

Doch auch unabhéngig von dieser Betrachtung kénnen auf dieser Arbeit auf-
bauend weitere Erkenntnisse gesammelt werden. Die Abschlusseigenschaften,
die in dieser Arbeit bewiesen wurden, kénnen auch weiteren Untersuchungen
der erkennbaren Graphsprachen dienlich sein. Neben den bereits bekannten
und den in dieser Arbeit bewiesenen Abschlusseigenschaften fiir Graph-
sprachen bietet sich zudem an, weitere Operationen zu untersuchen und
herauszufinden, ob erkennbare Graphsprachen unter Anwendung dieser Ope-
rationen abgeschlossen sind oder nicht.

Fiir die Terminierungsanalyse fiir Graphtransformationssysteme kann man
durchaus versuchen, die Match-Beschrinktheit nachzuweisen, Dr. H.J. Sander
Bruggink hat diesbeziiglich in [2] bereits vor einigen Jahren einen Ansatz
vorgestellt, der allerdings oftmals nicht zu einem Ergebnis fithrt. Mit den
neuen Erkenntnissen iiber erkennbare Graphsprachen wére es aber durchaus
denkbar, dass man das Verfahren verfeinern koénnte, auch wenn dhnlich gute
Ergebnisse wie im Stringfall méglicherweise nicht erreicht werden kénnen.
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